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PREAMBOLO 



Quando nei 1851 pubblicammo, pe’ tipi dell’ Iride , la 
prima edizione del nostro Trattato elementare di geometria 
analitica, ci credemmo nel sacro dovere farne omaggio ai dotti 
d’ Italia , pregandoli di voler esserci cortesi del loro coscien- 
zioso giudizio intorno ad un'opera, scritta con l’intendimento 
di poter essere sostituita a’ libri stranieri , che trattano del me- 
desimo subbictto, e che sono in uso nelle nostre scuole. Maggior 
lusinga a porre in atto il nostro divisamente fu il pensiero che 
il nostro lavoro più perfetto, in una seconda edizione, addive- 
nuto sarebbe, se i dotti, fuori de la capitale o de la metropoli, 
ci avessero illuminato in quei punti ove, per quell’amore che 
ciascun sente de le cose proprie, ci fossimo, per avventura , 
allontanati dal retto sentiero , senza raggiungere lo scopo pre- 
fissoci. Ma pur troppo una male intesa urbanità s' oppose ai 
nostri ingenui desideri, chè, tra tanti molti, un sol Dotto vi fu 
il quale , con linguaggio di sincera amicizia , ci onorò de’ suoi 
savi consigli , e mostrò aver letta la nostra opera per intero , 
pria di darne il suo competente giudizio. Avremmo desiderato 
che tutti egualmente avessero imitato un tant’uomo, e così noi, 
lieti per l’ attuazione de la concepita speranza , e arrendevoli 
ai consigli di uomini interessati per la scienza , avremmo ren- 
dula questa seconda edizione, forse ancor migliore di quel che 
ora l’amor proprio può farcela parere. 
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Pure non ci è stato difficile , abbenchò indirettamente , 
venire a conoscenza di talune opinioni , rispetto a la nostra 
opera ; e crediamo assoluto dovere darne una risposta , per 
ragioni che il dirle mostrerebbe soverchia nostra baldanza. 

£ primamente, come è naturai cosa , taluni han trovato 

10 stile de la nostra geometria prolisso ; altri per contro , lo 
han creduto conciso. Ma a tali contrarie opinioni nulla rispon- 
diamo , avvegnaché ciò dipenda soltanto dal particolare stile in 
che ciascuno si educa, ed Ita scritto o scrive le proprie idee. 

Si è poi trovato nel nostro libro lusso di esempli inutili, 
comecché cosa pratica. Or, quantunque noi avessimo, in altra 
circostanza, renduto palese il nostro pensamento su fa teoria e 
la pratica , e deciso in favor de la prima , senza però escluder 
la seconda, pure qui crediamo ripigliare in certo modo quelle 
idee , e mostrare che quel che lusso di esempi e cosa pratica 
si è creduto , non è veramente come si è potuto immaginarlo. 
Nessuno può negarci quanto valga mostrare l'uso de le teoriche 
nelle loro applicazioni a le varie quislioui , per la risoluzion de 
le spiali, quelle teoriche sono slitte inventate ; e chi ben conosce 
quella che Geometria analitica s’addimanda, sa pure quanto 
per un principiante malagevole riesca l’ intendere come egli , 
mentre sta calcolando su cifre, sta pure operando nello spazio. 

11 risolvere un problema non è mica una pratica materiale , 
come quella di misurare col nastro o con la catena la distanza 
fra due punti , o di applicare una forinola a la misura d’ una 
superfìcie o d’un volume. La risoluzione d’ un problema, sino 
ad un certo punto , ha lo stesso valore che la scoverla de le 
teoriche che ad essa ci condacono. La teoria la si espone, sia 
analiticamente , come un esteso esempio di analisi , sia sinteti- 
camente come latto già esistente; la risoluzione dei problemi 

• si deve esporla, dichiararla , e farla mettere in atto, per 
avvezzare la mente del giovane al metodo di ricerca. Sotto 
questo aspetto non v’ ha alcuno dei nostri problemi che possa 
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dirsi inutile ; perchè ciascuno si trova ad arte esposto, per 
mostrare non solo l’uso immediato de le formule trovate, sì 
Lene ancora le modiikuzioni a le quali si può talvolta ricorrere, 
per abbreviare la via che naturalmente v’impone seguire la 
teoria generale. E facendo ciò, non ahbiam latto che imitare 
l’esempio de' più grandi scrittori antichi e moderni, dei fon- 
datori de la scienza, i quali non si son creduti giammai cadere 
in lusso di problemi, trattandosi di dichiarare le applicazioni 
de le teoriche principali. E lungi dal rimontare ad epoche 
mollo da noi lontane, potremmo qui noverare gran copia di 
illustri nomi d’ogni nazione, da Newton , ai tempi attuali. 
Ma perchè trovar la nostra opera lussureggiante di problemi, 
mentre i libri stranieri , che servono a l' insegnamento nelle 
nostre scuole , ne abbondano a dismisura ? 

Altro difetto notalo nel nostro libivi è quello di contener 
più del dovere. Ma si vorrebbe farsi ridurre i libri d 'istituzione 
a semplici manuali o catechismi, che son la peste de l’ inse- 
gnamento? Lo studio de le matematiche non è fatto solo per 
coloro che a 1’ Architettura s’addicono , sì bene ancora per 
quelli che a l’Astronomia , a la Fisica e a la Chimica si con- 
sacrano, e per quelli ancora che voglion farne loro speciale 
professione. Nè poi la scienza è giammai stata stazionaria , sì 
che un corso di studi matematici di questo secolo, c possa c deb- 
ba esser quello stesso del secolo di Archimede o di Galilei. 
11 voler limitare, ne’ tempi attuali , lo studio di questa scienza 
a poche nozioni di Aritmetica , di Geometria , di Calcolo e di 
Meccanica , è lo stesso che porre la gioventù studiosa nello 
stato (non troppo decoroso) di non saper leggere mai una sola 
de le memorie matematiche , che da lo straniero ci vengono. 
E pur troppi , presso di noi spezialmente , si è giunti a tale 
da non poter intendere o almeno da farci meraviglia de le teo- 
riche che , in luoghi dove la matematica è in preggio , erano 
già obbietto del corso ordinario d’ insegnamento. L’ immortale 
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Jàcobi ; che nell' Unirersilà di Kduuisberg dettava lezioni su 
la teorica de le funzioni ellittiche, a tanto lustro per opera 
sua e del suo emulo Abel pervenuta, forte si meravigliava, nel 
visitare queste nostre contrade, come la sua classica opera — 
Fondamento nova, oc. — dopo venti anni da che era uscita a 
la luce, tanto poco, anzi quasi per nulla, fra noi si conosceva! 
E che diremo de le opere de l' illustre Giulio Plììcker , le 
quali riguardano spezialmente la Geometria analitica ? Senza 
parlare de le varie sue memorie inserite in vari annali mate- 
matici, diremo soltanto che il chiarissimo prof, de l'Università 
di Bonn, ha dato a la luce cinque volumi (in-i u ) che trattano 
tutti di Geometria analitica, e due di essi particolarmente (*), 
che contan la data del 1828, comprendono i soli elementi 
dell'Analisi a due dimensioni, arricchita di copiosissimo nu- 
mero di esempi, a fin di mostrare /' applicazione de te for- 
inole generali. 

E non ha guari il distinto prof. Salmon in Inghilterra, ha, 
in due buoni volumi (in-8“) , trattato di Geometria analitica , 
e solo di figure nel piano ; senza però arrestarsi al solo meto- 
do de le coordinate rettilinee, ma tenendo presente ancora ciò 
che ad altri autori moderni è dovuto in questo genere di ricer- 
che , non che a lui medesimo ; e dichiarando sempre le teori- 
che con ripetuti esempi. Ora, che si dirà presso di noi di tali 
libri , se di soverchio il nostro vien tacciato ? 

Le conseguenze d’ un corso gretto e meschino sono troppo 
dolorose per chi , spinto dal proprio genio , si pone ad inve- 
stigar nuove cose, e quindi s’accorge (ma pur troppo tardi) 
che i suoi trovati erano già vieti quando ei li inalitava. 

Ora noi , conoscendo l’ importanza del suhbietto, die ci 
siam proposti di trattare, e quanto valga essere al corrente 
de’ vari metodi di ricerca in fatto di Geometria , in questa se- 
conda edizione, anziché restringere il nostro lavoro primitivo, 

\) Analiiisch-ijcumetrischt Enluntklutujen — Essen 1828. 
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abbiam credulo ampliarlo, col dar notizia de' rari algoritmi di 
che si può lare uso nello studio de le proprietà de l’ estensio- 
ne ; e tanto pii» volentieri siamo scesi in jquesto aringo , in 
quanto che ve ne ha taluno , se non affatto ignoto , almeno a 
notizia di pochissimi presso di noi. Chi ben conosce la posi- 
zione di colui che imprende a scrivere libri d' istiluzione nello 
attuale avvanzamenlo scientifico, saprà pure ben giudicare del 
nostro divisamente. A noi non conveniva limitarci a la sola 
esposizione del metodo de le coordinate rettilinee , o , anche 
meno , a la sola esposizione de le Jormoie elementari di que- 
sto metodo ; ma era , per contro , mestieri trattare di quanto 
v'ha di meglio nello stato attuale de la scienza ; perchè lo stu- 
dioso ne avesse notizia , senza essere obbligato a ricorrere a 
peculiari trattati, o a volumi d’Aceademie , che sarebbe troppo 
malagevole procurarsi. Un buon professore , il quale volesse 
onorare il nostro libro , introducendolo nel suo insegnamento 
privato, saprà poi fare la scelta di quelle teoriche che meglio 
crederà convenienti , e giudicar se siamo riusciti nel consegui- 
mento de lo scopo prefissoci ; e noi , chinando la fronte in- 
nanzi a la severa, leale, e giudiziosa critica, grati accoglieremo 
le ammonizioni, quando esse sieno per apportare un bene a la 
nostra opera , e nostro unico compenso sarà il compatimento 
universale. 

Lecce — Gennaro 1857. 
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AVVERTENZA 



1 numeri segnati fra parentisi , e senza l’ abbreviazione n * 
indicano formole preceder»' 1 £ propriamente se nella parentesi vi 
è un sol numero, allora la forinola che si accenna è nello stesso 
articolo che si sta trattando; e quando ve n’ha due nella stes- 
sa parentesi , il primo numero si riferisce a la forinola, e il se- 
condo al paragrafo ove sta quella formola , e che si trova in 
qualche articolo precedente. 

L’ indice degli errori e correzioni si trova in fine del voi» 
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TRATTATO 



DI 

GEOMETRIA ANALITICA 



• 

La vastità della Geometria è tale da de- 
versi tener conto , piuttostocchè delle 
«ne particolari proposizioni, dei meto- 
di coi quali trovarle di per se stessi. 

BatLtvnis. — Principi! della Geometria 
di derivazione. — annali di Scienze 
matematiche e fisiche compilate da 
B. Toltoli m. — Tomo V, pag. 241. 



INTRODUZIONE. 



1. I.JA Geometria, nel significato più universale , ha per obbietlo io 
studio de le proprietà de l’ estensione, la quale, secondo la definizione 
datane negli Elementi , è tutto ciò che ha tre dimensioni. Allorché si 
considerano queste indefinitamente prolungate, si comprende tutto Io 
spazio indefinito, e quando, per l’opposto, le si riguardano di gran- 
dezza finita, si trovano nei corpi, i quali ,• geometricamente riguarda- 
ti, sono de le porzioni finite, c determinate de lo spazio. Or queste 
porzioni di spazio le percepiamo racchiuse , in tutti i sensi, tra limiti, 
e questi limiti appunto sono le superficie, le quali, per conseguenza, 
non ammettono che due sole dimensioni ; ma ogni superficie , considc-. 
rata come limile d’ un corpo , è pur essa limitata , e i suoi limiti sono 
le linee, le quali perciò pou possono ajnmettere che una sola dimen- 
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2 INTRODnaONE 

sione; in fine i limiti de In linea sono i punti, e per conscguente il 
punto non ammette dimensione alcuna. Dopo quest'analisi, si vede , che 
nel corpo stanno la superficie , la linea e il punto , e che le prime vi si 
trovano in modo determinato e finito; ma poiché nello studiarne le 
proprietà le aslroghiamo dai corpi , così nulla osta a poterle imma- 
ginare indefinitamente estese. Or, quando da un corpo ci facciamo ad 
astrarne la pura concezione geometrica di estensione , sogliamo dare , 
in generale , il nome di figura ad ogni porzione di spazio terminata 
da per ogni dove da superficie o da linee ; e la pceuliar maniera , 
onde queste superficie o coleste linee son disposte, determina la for- 
via, anche speciale, d' una figura. Secondo questa definizione una su- 
perficie , o una lìnea , indefinitamente protratte , non possonfi dire , 
propriamente , figure ; né sì possono considerare dotate di forma , se 
non quando sono porzioni d’ un’ altra superficie , o d’ un’ altra linea che 
ammettono questa forma. II piatto e la retta non ammettono nè for- 
ma nè figura, e si possono dire piuttosto gli elementi de le figure; solo 
per una certa estensione di nomenclatura si chiamano figure due rette 
o due piani che s’ incontrino o sicno paralleli; un angolo, piano o so- 
lido; ed altrettali, clic, con più precisione, possono addimandarsi con- 
binazioni o sistemi di linee o di superficie. 

2. Quando ci facciamo a studiare lo spazio figurato , il fine che ci 
proponiamo può esser vario ; imperochè l.° ci possiam proporre di stu- 
diare le proprietà d’ una figura , dipendenti esclusivamente da la dispo- 
sizione de le parti costituenti , o sia da la forma ; 2." possiamo aver di 
mira la investigazione di quei rapporti di grandezza , che possono aver 
tra loro vari clementi geometrici , appartenenti ad una stessa figura , o 
tra quelli di questa e quelli d’ un’altra figura; 3.° finalmente possiam 
dimandare le condizioni necessarie ad aver luogo tra più elementi geo- 
metrici , perchè situali nello spazio , secondo talune altre condizioni 
proposteci, ne risulti ùn sistema dotato di alcuni dati caratteri. Per- 
tanto tutte le quistioni geometriche si possono dividere in tre classi , 
la prima che comprende quelle intorno a le proprietà ài forma, la se- 
conda clic abbraccia quelle relative ai rapporti di grandezza , e la ter- 
za , finalmente,. .ylie contiene tutte le quistioni , che si riferiscono a 

A meglio dichiarare (pianto fin qui, in modo generale, è detto, 
tòglieremo ad esempio le stesse figure studiate negli Elementi di Geo- 
melria : così , i principali caratteri d’ un triangolo , d’ aver cioè la sotts- 
tna di due tali qual angue maggiore e la differenza minore del terzo ; 
a r angolo maggiore opporsi il lato maggiore, e per contro; la somma 
de' tre angoli uguagliare due reti », ed altrettali, son tutte proprietà di for- 
ma ed assolute, e la investigazione di consimili proprietà è l’obbietto 
di quistione de la prima classe. L'essere poi il lato d' un quadrato 

t i ‘ 

f) Rocco — Sezioni coniche; pag. 22, .... 
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a la tua diagonale nel rapporto di 1:^/2; I’ esser le superficie di due 
rettangoli , e quindi quelle di due parallelogrammi o di due triangoli 
nel rapporto de prodotti de le basi per le rispettive altezze, ec., sono al- 
trettante quistioni di rapporti di grandezza , e però de la seconda clas- 
se. Finalmente le condizioni necessarie perchè un triangolo risulti eguale 
o pur simile ad altro triangolo dato ; perchè una retta tocchi la circon- 
ferenza; perchè due circonferenze sieno rispettivamente tangenti, ec., 
sono I' obbietto di quistioni di relazioni di sito , e quindi de la terza 
classe. Giova pertanto notare che le proprietà di forma sono in sostan- 
za de le relazioni di grandezza ; cosi la proprietà , sopra riferita , clic 
la somma di due lati qualunque sia maggiore del terzo, o l'altra, più 
particolare ancora, che il quculralo de f ipotenusa sia uguale a la som- 
ma dei quadrali dei cateti , ec., sono de le relazioni puramente numeri- 
che; e talvolta ancora queste proprietà di forma sono de’ puri e sem- 
plici rapporti ; come , per esempio , è la nota proprietà che le secanti 
menale da un punto in un cerchio sono inversamente proporzionali a le 
parti esterne. Ancora , le relazioni di sito , o meglio le condizioni che 
queste stabiliscono, non possono esser determinate se non dopo studia- 
te le proprietà di forma ed i rapporti di grandezza : cosi non si pos- 
sono fissare le condizioni perchè un triangolo risidti eguale , o pur si- 
mile ad altro triangolo dato, senza aver anticipatamente studiali i ca- 
ratteri d’ eguaglianza , o di somigliànzà ; non si può assegnar la condi- 
zione perchè una retta sia tangente ad un dato cerchio, se non dopo 
aver trovata la proprietà, che ha la tangente, di essere, cioè, perpen- 
dicolare al raggio. In sostunza dunque , se i rapporti non sono che spe- 
cialità di relazioni di grandezza ; se le proprietà di forma rientrano nel 
dominio di quelle che a rapporti o a relazioni di grandezza si riferi- 
scono ; se in line le quistioni di sito dipendono da quelle de lo due pri- 
me classi , l>en si può , dopo tutto ciò , conchiudere che in generale il 
line ultimo de la Geometria sta nel determinare le relazioni oi gran- 
pezza FRA ELEMENTI GEOMETRICI. - 

3. I vari metodi a questo line escogidati, e precipuamente in tem- 
pi più a noi vicini , astrazion fatta dai concetti più o meno univer- 
sali di ciascuno, per giunger più o meno brevemente a la cognizione 
de le verità, si possono dividere in due classi : ne la prima classe van 
compresi quei metodi con che si considerano le varie forme de l'esten- 
sione quali naturalmente ci si presentano nello spazio , e se ne studia- 
no le proprietà senza adoperar sorta alcuna d’ algoritmo : a la seconda 
classe poi appartengono quei metodi con che , nello studio de lo spa- 
zio figurato, s’associa a l’idea di estensione quella più universale di 
numero, o vero si tratta la quistione geometrica con l’algoritmo al- 
gebrico o altro algoritmo, che pili opportuno si crede al (Ine proposto. 
Quando le quistioni geometriche vengono trattate coi primi melodi , 
prende la scienza il nome di geometria pura, e quando invece si trat- 
tano coi metodi de la seconda classe , s' addimanda applicazione do 
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('■algebra a la geometria, o piti universalmente geometria analitica. Non 
è certo possibile far qui comprendere il valor preciso di cotesti vo- 
caboli , poiché la delìiiizione d’ una scienza si trova nel corso de la e- 
sposiziono de le dottrine che abbraccia, nè si può adequatamele com- 
prenderla se non si è giunti al punto di ravvisare in tutta la sua esten- 
sione la scienza medesima. Ma non è però egualmente difficile ad in- 
tendere sin da ora , die la geometria , come ogni altra branca de le 
matematiche, o più generalmente al pari d'ogni altra scienza, ha la 
sua parte elementare , c la sua parte, sistematica o universale : cosi, la 
parte elementare de la geometria pura può dirsi che sta negli ele- 
menti di Euclide , e la parte sistematica , dovuta tutta intera ai geo- 
metri moderni , è quella die considera le leggi di lutti quei modi u- 
niversali di generazione e di comparazione , die s' addicono a tutte 
quelle varie forme di estensione , le quali hanno un carattere di co- 
munanza , die le comprende perciò in una sola classe. Per meglio 
rischiarare l’ intelligenza d’ un tal concetto, facciamoci a considerare 
le due quislioni seguenti : si dimostra negli clementi di geometria 
che il cuculo è il limite di tutti i poligoni circoscritti ed iscritti; or 
questa proprietà , troiata per una particolare forma de l'estensione» 
non è poi nel fatto una proprietà individua, ma, al contrario, è ries- 
sa universale, quanta universale è il modo di generazione de la cir- 
conferenza del circolo considerata, al pari di qualunque altra linea» 
come il sentiero percorso da un punto che si muore con una legge de- 
terminala. Parimente nella geometria elementare si dimostra esser il 
cono il terzo del cilindro di base ed altezza eguali a quelle del ;>rimo, e 
questa proprietà che in quel luogo s' addice solo ai coni a base circolare, 
è in sostanza una proprietà universale , al pari de la generazione de la su- 
perficie non solo di quei coni , ma di tutti quegli altri solidi , che egual- 
mente portano lo stesso nome, pel carattere rii comunanza che hanno, 
e che consiste , nell’ essere le loro sufterfkie generale da tuia retta che 
passa continuatamente per un punto, e s appoggia sopra una linea di 
qualsivoglia natura. Or, cotcsle ed altre consimili leggi di modi univer- 
sali s' apparano nella parte sistematica de la geometria pnrn. Non è 
diverso il caso nella geometria analitica, e, per quanto concerne l’ap- 
plicazione de l'algebra a la geometria , la sua parte elementare può dirsi 
essere l'applicazione diretta e immediata de l'algoritmo algebrico a la 
geometria. 

4. Per potere intanto in qualche modo intendere come le operazio- 
ni algebriche, le quali si riferiscono generalmente a’ numeri, possan tro- 
vare applicazione nelle quistioni di geometria, le quali si riferiscono a 
l’estensione , basta riflettere che ogni elemento geometrico può essere da 
un numero rappresentato , stabilendo eonvenieutemente un' unità di mi- 
sura ; che le proprietà de l’estensione essendo indipendenti dal latore 
assoluto di quest' unità , i medesimi clementi possono essere rappresen- 
tati da simboli universali , quali sono gli algebrici ; e perciò le varie atti- 
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nenie tra cotesti eìementi , le quali costituiscono il carattere di quelle 
proprietà , possono essere rappresentati mercè operazioni algebriche , Ite 
quali, indipendentemente da qualunque particolare àlea di numero, sta- 
biliscono in modo simbolico il legame esprimente la relazione di gran- 
dezza fra più cose. Scendendo ad un esempio, poniamo che s'abbiano 
tre punti A,B,C ( fig . 1 a ) non in linea retta; essi saranno nel tempo sics* 
so in un medesimo piano, e congiunte le rette AB, BC,CA s'avrà un 
triangolo che conserverà sempre la stessa figura , qualunque sia la po- 
sizione relativa de gl'indicati punti , e premierà diverse forme a norma 
de le particolari disposizioni di questi punti: posto ciò, stabilita un'u- 
nità di lunghezza, un'unità angolare, ed un’altra superficiale , saremo 
sempre nel caso di esprìmere numericamente , sia esattamente , sia per 
approssimazione i tre lati , i tre angoli e la superficie , seguendo le 
norme prescrìtte negli elementi di geometria. Or, qualunque possano 
essere le grandezze assolute di queste unità , sarà sempre la somma dei 
tre angoli aguale a due. redi; la somma di due lati qualunque maggiore del 
terzo; la superficie del triangolo aguale a la metà del prodotto, d' uno dei 
lati per la perpendicolare a questo rnudolta dui vertice opposto, e cosi ap- 
presso ; e quando II triangolo assume una forma speciale avran luogo an- 
cora . oltre de le precedenti proprietà , de le altre che riguardano la spe- 
cie : così , se il triangolo è isoscele., due lati saranno eguali , se ò rettan- 
golo la somma de' quadrali dei cateti sarà eguale a quello de l'ipotcnusa, 
e così appresso. Tutte queste ed altre consimili proprietà, come che han 
luogo indipendentemente da qualunque particolare unità di lato , di an- 
golo, di superficie , ec., potremo, senza difficoltà, esprimerle informa 
simbolica, in effetti, dinotando con A.B.C gli angoli che hanno i loro 
vertici rispettivamente in A,B,C ; con a, b, c i lati rispettivamente op- 
posti ; con R 1* angolo retto ; con p la perpendicolare BD ; con d il 
segmento AD, e finalmente con. 5 la superficie del triangolo, avremo 
per un triangolo qualunque ; 

A-+-R-\-C=2R ; a~H>>c ; a>6, se A^>B ; S==4 •* 

e se il triangolo sia particolarmente rettangolo, ottusangolo o pure a* 
cutangoio in A, sarà pure e rispettivamente : 

<i’=à'4-c*; a‘=6 , -K’ , +2fcrf; a*^ò*+c*— 2M (*)- 



C) Ciascuno de’ simboli A, B , C, », fr, e, d, p dinota il rapporto che pas- 
sa tra la grandezza da esso rappresentata e la riS|>ondentc unità ; finché questa 
è indeterminata, tali restan pure qua’ simboli , i quali sicambiann in altrettanti nu- 
meri . non sì tosto che l’unità è stata fissata : questi numeri variano nella ragio- 
ne inversa de le rispettive unità (n.” 5, principio a)\. Alle volte però un simbolo 
algebrico come i precedenti , può essere adoperato per rappresentare un numero,, 
che rimane invariabile , per essere il rapporto Ira due grandezze omogenee |n.* 5, 
principio bj ); tale t il rapporto n=3,Hl&326 de la circimforeniga al diametro. 
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Coleste forinole , mentre esprimono compendiosamente de le rela- 
zioni di grandezza tra gli elemeuti dei triangolo, servono ancora a de- 
terminare il valore di uno di essi , quando sien dati quelli di taluni 
altri. Basta , in etTelti , trattare algebricamente quelle equazioni per 
dedurne il valore de la quantità incognito in funzione de le quantità 
note, c poscia passare ai calcolo numerico, stabilendo convenienti u- 
nità. Così, quando nel triangolo acutangolo sono dati i due lati b e c, 
de l'angolo ottuso A, insieme al segmento il a quest' angolo adiacente, 
si potrà trovare il lato opposto a, risolvendo rispetto ad a l'ultima de 
le precedenti equazioni , la quale è del secondo grado rispetto a questa 
lettera. 

5. Quando 1’ algoritmo algebrico viene adoperato nelle quistioni 
di geometria, conviene por mente a talune regole fondamentali, le quali 
sono necessarie per assicurarsi de l’ esalto procedimento nelle operazio- 
ni , e per dare una giusta interpetrazione a certi risultamene , che , 
altrimenti , potrebbero render limitata l’ applicazione de’ metodi algebri- 
ci. Ond' è che conviene innanzi tutto premettere alquaute nozioni e 
principi , che valgano a render più focile la intelligenza di dette regole. 

Abbinasi pertanto due rette o , più generalmente , due linee di 
lunghezza Unita, che, considerate nella loro natura geometrica dinote- 

nymo con a e k : rappresentando n il rapporto tra queste due linee, il 
quale è un numero , sia razionale o irrazionale , avremo : 

(1) - • a = nk. 

Parimente se n' dinota il rapporto tra la medesima retta a ed una ter- 
za k' si ha : 

(2) à=n'T, 

e quindi , dal paragone di queste due uguaglianze , ne consegue : 

(3) nk=n'k o vero n ; n'; :i C : k. 

Arrestandoci fino a questo punto , già scorgiamo da le uguaglianze 
(1) c (2) che la retta a sarà rappresentata or dal numero n or da l’al- 
tro n\ secondo che si prende k a pure k' per unità ; la proporzione (3) 
poi ci mostra che detti numeri sono nella ragione inversa de le rette 
prese per unità; laonde possiamo slabilire.il seguente 

Principio a). — ina stessa linea (e, più generalmente, una stessa gran- 
dezza concreta) può essere rappresentata da diversi numeri, i quali 
stanno tra loro nella ragione inversa de le corrispondenti unità. 

lino qualunque di questi numeri è quello che sene a rappresen- 
tare la misura relativa o , se voglia dirsi altrimenti , il valor numerico 
di quella data linea. ...... 
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6. Poniamo ora che ami)c le linee a c k si riferiscano ad una me- 
desima terza linea A , e i valori numerici di a c A - rispetto alla linea ~h, 
presa come unità, vengano rispettivamente espressi da m ed ni, avremo 
in tal modo : 

(4) a—mh, k—tn'h, 

e messi questi valori nella (1) ne consegue: .• 

' mruq «n f'ii'. >! , 

m=nm', o vero t>=— . 

m 

Or questo risultamento è indipendente da la linea A presa per unità de 
le altre due a c k, in guisa che , comunque i due numeri m , ni po- 
tessero, ciascuno dal canto suo, variare nella ragione inversa de l'u- 
nità A (priuc. prec.J pur tuttavolta », o sia , secondo la (1} , il rap- 
porto fra le due line a e k, rimane inalterato : questo numero o rap- 
porto n. è appunto quel che può dirsi più specificatamente rapporto 
di grandezza, che diviene misura o vaiar numerico quando una de lo 
due grandezze paragonale si assuma per unità. Abbiamo dunque l’iltm 

Principio b ). — Il rapporto di grandezza fra due linee o, più general- 
mente, tra due guanlità concrete ed omogeneo, è tempre lo stesso, qua- 
lunque sia la comune unità, a la quale quelle grandezze si vogliali ri- 
ferire , e si ha questo rapporto dividendo i valori numerici de le due 
grandezze, riferite ad una stessa qualsivoglia unità. 

7. Se poniamo che a ed a ' dinotino i valori numerici d' una stessa 
linea , o , più generalmente , d’ una qualsivoglia grandezza concreta , ri- 
spetto a due diverse unità, le quali slieuo tra loro nel rapporto di k * 1, 
allora pel principio b) dovremo avere 1 ; A: [a : a', donde si trae «'= 
k a. E da qui segue ii 

Principio e ). — Conoscendo una de' valori numerici <T una qualunque 
grandezza concreta, se ne conoscerà un secondo , moltiplicando il primo 
pel rapporto tra la prima unità di misura e la seconda. 

Reciprocamente. — Se uno de' valori numeriti cT una grandezza con- 
creta lo si moltiplichi per un numero qualunque, il prodotto sarà un 
altro valor numerico de là stessa grandezza , riferita ad una nuova uni- 
tà, il etti rapporta con la prima è quello di 1 al numero jml quale si 
è moltiplicato. 

8. Messo ciò , ecco qui appresso lino de’ pili importanti principi , 
che regola tutte le operazioni di calcolo, applicate a le quistioni geo- 
metriche e meccaniche, c che è conosciuto sotto il nome più universale 
di principio de i omogeneità de le quantità o de le funzioni ; mercé sua 
riconosciamo se una forinola o un’ equazione , possa aver luogo, coeren- 
temente a la natura de le quantità di cui essa è funzione, o abbia biso- 
gno di opportune modificazioni per divenir tale. Esso s'adagia su l'altro 
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principio che ogni relazioni astratta fra quantità concreti ha luogo indi- 
pendentemente da la unità o da le unità (se tra quelle grandezze ve ne à 
di diversa specie) prese per misurar le grandezze date. Comunque chiaro 
fosse quest’ultimo principio, pure non sarà superfluo , per una migliore 
intelligenza, renderlo più chiaro, richiamando alcune de le già note pro- 
posizioni di geometria : così, che la somma de' tre angoli d'un triangola 
sia eguale a due retti , che a t angolo maggiore si opponga il lato mag- 
giore , che il quadrala de l’ipotcnusa pareggi la somma di quelli de' tu- 
teli, ec., sonò tutte relazioni che non han bisogno di particolare unità 
di angolo o di lunghezza per aver luogo. Si prenda il metro, il palmo 
n qualsivoglia altra unità lineare per misura de’ tre lati d’un triangolo, 
e sempre >i troverà die il quadrato del numero rappresentante l' ipote- 
nusa è uguale a la somma de'quadrati di quelli rappresentanti i cateti. 

Ora se questa proprietà del triangolo rettangolo la si voglia espri- 
mere in simboli algebrici , s’ avrà : 

(5) a*=b*-t-c*, 

dove a è il simbolo die rappresenta l’ ipotenusa e b, c sono quelli che 
rappresentano i cateti. Cotesti simboli dinotano i valori numerici o le 
misure (prtne. a}) de’ tre iati, rispetto ad una unità, che resta affatto 
indeterminata ed arbitraria , perchè la relazione (5) non ha bisogno di 
una particolare unità per aver luogo; anzi deve continuare tuttavia a 
sussistere , se 1' unità del tutto arbitraria , cui attualmente s’ intendono 
riferiti- i valori a, b, c, si supponga variare in un dato rapporto , che 
poniamo sia quello A ;l. In tal coso (princ. e)) i valori numerici a, b, o 
si cambiano rispettivamente negli altri Ao, Ab, Ac, e la (5) si muta nel- 
l‘ equazione 

A*n'=A*b’-t-A*c*, 

o vero , togliendo il fattore A*, comune a tutti ì termini , nell’ altra 

ò’-f-c*, 

che è la stessa proposta. 

A questo risanamento , indipendentemente affatto da la quantità A, 
clic è la sola che accenna a variazione di unità, dovevamo pervenire; 

1 . " perchè l’ equazione (5) ha un significato effettivo e non empirico ; 

2. ® perchè i simboli a, b, c sono tra loro omogenei, cioè rappresentano 
quantità tutte d’ una stessa natura ; 3 “ finalmente perchè la comune 
unità di queste quantità non entra essa pure ne l’ equazione v i3) , cb© 
esprime la relazione astratta fra dette quantità. 

9. Poniamo l' altro esempio che le tre lettere a, b, m rappresen- 
tino tre quantità concrete ed omogenee , e che vi sia tra esse l’equa- 
zione : 

(fi) tt=mb. 
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Facendo, come nel precedente esempio, variar V unità nel rapporto di 
* ; 1 , avremo la data equazione trasformata nell 1 altra 

ka=k'mb, o vero (7) a=kmb. 

Questo risultamento , non essendo indipendente da k, ci ammonisce che, 
ammessa l' ipotesi su la natura de le quantità a, m, b, e messo che 1‘ u- 
nità comune non faccia parte de l' equazione (6) , questa o è puramen- 

a 

le empirica o è falsa. E per fermo dividendola per b, s’avrà — =m; 

indi facendo variar l’unità successivamente e con qualunque rapporto 
varieranno essi pure i numeri a, b, m (princ. oj) , ma il primo mem- 
bro rimarrà costante (princ. b)); laonde avremmo l’assurdo che un va- 
lore variabile , qual’ è quello di m, sarebbe uguale ad un valor costante, 

a 

qual’ è quello del rapporto j-. Dunque , ne l’ ipotesi ammessa , la (6) 
è assurda essa pure, 

10. Ma quando si ponga l’ ipotesi che le tre grandezze concrete , 
rappresentate da a, 6, m, sieno riferite ad una quarta , che entra essa 
pure nella (6), allora quest’equazione cesserà da Tesser falsa. E per 
vero , in questo caso , questa grandezza entra nella (6) sotto il simbolo 
1 ; ed è a nostro arbitrio scegliere una quinta grandezza omogenea con 
le a, b, m, uno e tenerla come unità di queste quattro. Allora , rima- 
nendo sempre la grandezza uno per unità de le altre rappresentate da a, 
b, m, vale a dire rimanendo la (6), questi numeri resteranno sempre del 
medesimo valore (princ. b ) ) col variare di quell’ unità arbitrariamente 
scelta, perchè indicanti appunto i rapporti di grandezza fra le grandezze 
dinotate da a, b, m e quella rappresentata da uno. Laonde non sarà piii 
assurdo che possa essere 



— =tn, e quindi a=mb. 



11. Ancora: sussisterà la (6), quando si supponga che unode’fht- 
tori del secondo membro , e poniamo m, rappresenti una grandezza e- 
terogenea con le altro due a e b. Imperocché , in questo caso , (Ven- 
do variare T unità comune dine b, non varierà il rapporto —, pel prm- 

b ' 

cipio b) nè il valore m, perciò indipendente da T unità di a e 6. 

Per questa medesima ragione se , più generalmente , si supponga 
che m ed n sieno due quantità concrete eterogenee con quelle rap- 
presentate da «, ò, c, o anche se m ed n sieno due rapporti e perdi» 
due numeri invariabili , e s’ abbia T equazione 



a m 

n 
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questa noD sarà assurda ; perchè facendo , al solito , variare l' unità di 
a, b, e, nel rapporto Ali, m ed n non variano e la precedente equa- 
zione diviene da prima, 

À-Vm* k'b'n k'abm* a*m* b’n abm * 

- __ 3 — 1 - — = o, è quindi — 3 1 — — o, 

• n Ire n n c n 

nè si scorge in questo risultamento 1* elemento variabile A, E se ad un 
tempo si suppongano variare l’ unità di a, b, e nel rapporto di k ' 1 » 
c quella di w ed n nel rapporto di A' ; 1 , avremo che 1’ equazione 
proposta prenderà prima la forma : 

A’Ir'Vm* k' k'b'n ì?k' l abm* 

’ 1 , , — 3 — h — , — =o; 

' k n kc k n 

indi , liberata dai fattori comuni , diviene : 




u c 



abm 1 




e scompariscono entrambi gli elementi variabili k, k'. 

Or dichiarati co' precedenti particolari esempi il sopra indicato prin- 
cipio , ecco in che si fa consistere cotesto 

Principio uè l'omogeneità. — Se si abbia un' equazione contenente 
Toni gruppi di quantità omogenee (a, b, e,...); (a' T b\ c, . .) ; (a", b ", 
c",..,] ( essendo questi gruppi eterogenei l’uno rispetto a l’altro), insie- 
me ad altri numeri invariabili m, n, ec. ; e si sostituiscano ad essi grup- 
pi gli altri (ka, kb, kc...); (k'a', k‘b', k'c'...); (k"a", k"b", k"c"..) quell'e- 
quazione deve rimanere inalterata e libera da k, k’, k" qualora le 

unità di ciascun gruppo non faccian parte esse pure de l’equazione. 

12. Quando l’equazione è algebrico, questo principio rimane sod- 
disfatto , purché dessa sia algebricamente omogenea , cioè sia composta 
di termini tutti de lo stesso grado , rispetto a quei simboli che rappre- 
sentano le quantità omogenee. Di fatto , secondo questa definizione , 
avviene appunto che messo ka, kb, kc, ec. in luogo di a, b, c, cc. si ha 
per risultamento la medesima equazione , moltiplicata per una potenza 
di k, e perciò questo simbolo sparisce con la divisione. 

13. Un’equazione la quale soddisfaccia a la soprascritta condizione 
si dice che è omogenea. Ma se non è tale, solo perchè l'unità faccia 
parte de l'equazione , si può sempre, in questo caso, sostituire a la pro- 
posta un’nltrn equazione , per la quale la legge de l’omogeneità sia sod- 
disfatta. In edotti abbiasi l’ equazione 

(8) V (b, c, d x)=o 

tra le quantità omogenee b, c, d,....x, ed un’ altra che si è supposta 
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= 1. Egli è chiaro che se quest' ultima quantità la rappresentiamo con 
un altro simbolo a, elementare (*) ed omogeneo con 6, c...x, tutte le 

altre si cambieranno in , t. , —... e la (8) diverrà : 

a a a a 




Or , se si faccia variare , in quest 1 equazione , 1’ unità nel rapporto di 

k 1 1; le a,b,c...x, diverranno ka, kb...kx ; i simboli È. — , — , ec., 

a a a 

resteranno inalterati , e quindi anche la stessa equazione (9), In quale 
sarà perciò omogenea (n.° 11) (**). Dunque si può stabilire la seguente 
Regola. — Per render omogenea un’ equazione , basterà rimpiazzare 
tutti i suoi simboli elementari ed omogenei , con gli stessi simboli divisi 
per un altro qualunque anch’ esso elementare, il quale si suppone rap- 
presentar r unità. 

14. Quando l’ equazione è algebrica questa pegola equivale a mol- 
tiplicare taluni de’suoi termini per tali potenze di quel sìmbolo elemen- 
tare che s’ introduce a rappresentare l’ unità , le quali sono proprie a 
retulere lutti i termini de lo stesso grado. 

Valga d’esempio la seguente equazione 

(10) x‘ — 2 m a?- f- 3 — ® — 4c==o, 

c m - 

ove si suppone che a, b, c, x sicno tutte quantità omogenee ed tu un 
numero astratto. Chiamando r l’unità che figura per 1 in quest’ equa- 




in luogo di a, b, c, x, e s’avrà da prima : 



a'b a 




(’) Intendiamo per simbolo elementare quello che non trovasi elevato a potenza 
alcuna ; e per simboli omogenei quelli che rappresentano quantità omogenee. Dietro 
questa definizione, se a,b,e,...x rappresentano quantità omogenee, saranno eteroge- 
nei i simboli a,- — ; a , ab; ax, ec. 

b ..... 

(**) Indichiamo cosi il numero precedente al quale intendiamo riferire. 
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indi moltiplicando tutta l' equazione per r* ti otterrà : 
a*b ar . . 

(11) x * — 2 m a? h- 3 — r* — 4er = o, 

' cr m 

O pure , seguendo la regola particolare, si moltiplicherà immediatamen- 
te il secondo termine de la proposta equazione per r~’ , o vero per J. 

il terzo per r ed il quarto per r* e cosi tutti i termini diverranno 
omogenei col primo c si ha la (11). 

io. Si tenga presente nell’ applicazione di queste regole che se 
nella data equazione , oltre ai simboli omogenei a, b, c..'.x, ve ne sien 
pure degli altri, come ni, n, p..., indicanti rapporti o numeri astratti, 
l’ omogeneità deve aver luogo soltanto rispetto ai primi , perchè i se- 
condi rimangono invariati col cangiamento de l’unità, 

16. Da ultimo faremo notare che io un’ equazione non può mai 
trovarsi ima soia quantità concreta d’ una certa specie , c poi altre o- 
mogenee e di specie diversa da la prima; di fatto supposto essere y la 
prima , ed a, b, e, ec. le seconde , risolvendo quell’ equazione rispetto, 
ad y avremmo ; 

y —f fa, b, c,..;, 

il che è assurdo ; poiché il primo membro avrà tanti valori relativi , 
per quante sono le diverse unità che si possono assumere per misura 
di y, laddove che il secondo membro, essendo indipendente da que- 
st’ unità, rimane invariato. È necessario adunque che vi sia almeno u- 
n’ altra quantità y' omogenea ad y , ed allora dev' essere necessariamente 

y . * 

y=yY (a, b, e.../, o vero -=f (a, b, C....J, 

y 

perchè cosi i due membri saranno d’ accordo. 

17. Da quanto fin’ ora è detto risulta, che se tra le letterea, 
b, c...x rappresentanti rette, vi sia un'equazione, nella quale non 
entri l’unità, nè sia la rappresentazione d’una relazione empirica o 
pure fal$a , essa sarà omogenea ; c se è algebrica , allora risoluta ri- 
spetto ad una di quelle lettere , a la x per esempio , il secondo mem- 
bro dev’ essere anch’ esso un’ espressione algebrica , omogenea , e del 
primo grado , la (piale rappresenterà una retta ni pori de bi x. Se poi 
l’unità faccia parte de l’equazione, questa non sarà omogenea; ma re- 
stituita l’ omogeneità (n.° li)* avverrà quel che ora è detto. 

18. Quando poi Tequazione fosse trascendente , devonsi verificare 
talune particolari condizioni per poter nvcr luogo il principio d’ omo- 
geneità. Sia per esempio l’ equazione esponenziale 

( 12 ) U=4 X » .. 
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ed MsenUmo che se jf è una retta, il secondo membro deve (n.° 16) 
contenere almeno un’ altra retta. Questa non pub essere rappresentata 
dal simbolo a, perchè allora se sì supponesse x un numero , il secon- 
do membro acquisterebbe de le dimensioni superiori a la prima , e sa- 
rebbe eterogeneo col primo (n.° 13 , nota). Nè si può supporre ad un 
tempo che a ed x rappresentino rette , perchè non saprebbesi quale 
significato dare a 1 espressione a x . Bisognerà dunque supporre che 
1 altra quantità omogenea a la y sia lu x , e che a sia un numero a- 
stratto , se si vuole che la detta equazione rappresentasse qualche co- 
sa realmente esistente , e non empirica. Pertanto con questa supposi- 
zione, e mercè la regola esposta nel numero 13, poniamo £ ed JL 

- . •»» m 
in luogo di x ed y , supponendo rappresentare m l'unità de le rettele 
ed y ; allora 1’ equazione (12; diviene : 

x. > ; ■ ■’ 

y=ma m 

e soddisfa ogni condizione che assicura l' omogeneità ; in effetto £ 

x ♦» 

è un numero astratto al pari di a, dunque tutta l’espressione a m è 
un numero astratto , e perciò il secondo membro de l'ullimn equazione 
indica una retta eguale a m, presa un certo numero di volte, c quin- 
di esso è d’accordo col primo membro. 

19. Un altro principio aneli’ esso di somma importanza , lo si fa 
consistere nc la seguente 

Rkgola . — - Se sopra una lìnea qualunque si prenda un punto fisso, 
ed altri punti qualunque , che per rispetto al primo trovami parte in 
un senso e parie in senso opposto ; o pure se vi sieno dei punti che , 
per rispetto ad ima linea fissa, si trovino parte da un lato e parte dal 
lato opposto , e le distanze di tutti quei punti al punto fisso o a la ret- 
ta data di posizione , debbono in pari tempo essere introdotte nel calco- 
lo ; allora , stabilendo di dare il segno più a tutte quelle che vanno in 
un medesimo senso , dovrà darsi il seyiw meno a tulle quelle altre che 
cadono in senso opposto a le prime. 

Per provare fin da ora , a la meglio , questo principio , il quale 
sani interamente riformato, interpetrando i valori negativi de l’incognita 
nei problemi geometrici , risoluti con l’algebra , supponiamo su la retta 
XX, (fig. 2), o su la linea qualunque XX' (fig. 3), presi uu punto fìsso 
A , ed un altro punto B , lontano dal primo per una certa disianza 
AB=« , e sia x' la distanza tra il punto B cd un altro punto M, ed 
x quella di questo stesso punto M al punto A. Supponiamo finalmen- 
te . da principio, che il punto incognito debba trovarsi da A verso X, i 

cioè a dritta di A , egli è chiaro che così avremo : 

( ia ) «'=;«- 1-*, ed x . i % 
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Posto ciò , la seconda forinola ci fa vedere che il valore di #, 
(I quale sarà conosciuto tutte le volte che sarà dato quello di x', è po- 
sitivo nella supposizione ammessa ; poiché volendo che il punto inco- 
gnito cada da A \erso X, la distanza x', qualunque si fosse, sarà mag- 
giore di a, e quindi la differenza x' — a sarà positiva. Or supponiamo 
che il punto M si vada successivamente avvicinando al punto li , il die 
importa supporre che il valore de la quantità od si vada avvicinando a 
quello di o, e ne divenga , se occorre , anche minore. Allora quando 
a f sarà divenuto eguale ad a, x sara nullo , e il punto M coinciderà 
con A ; ma quando x', sempre decrescente , sarà divenuto più piccolo 
di a, egli è evidente che il punto M cadrà tra A e B, cioè a sinistra 
di A , e nel tempo stesso la differenza x' — a diverrà negativa , e quin- 
di anche x sarà negativa ; cioè x avrà un segno contrario a quello che 
avea quando il punto M dovea trovarsi a dritta di A. 

Se si fosse da principio supposto che il punto M avesse dovuto 
cadere da A verso B , allora in luogo de le formole (13) si sarebbero 
avute le altre 

(li) x'—a — x , «=a — od ; 

ed anche in questo caso potremo ragionare come nel precedente ; cioè 
x sarà positiva nella supposizione fotta , perchè il punto M dovendo 
cadere tra A e B, la distanza od è minore di a, e quindi la differen- 
za a — x' è positiva. Ma se si suppone che il punto M si vada in se- 
guito successivamente allontanando dal punto B, anche x' si avvicinerà 
ad a , e potrà divenirne anche maggiore. Cosi quando sarà x'—a, il 
punto M cadrà in A ed x sarà nullo; e se M si è tanto allontanato 
da B, che sia x'>«, allora la differenza a — xf sarà negativa, e quindi 
anche x sarà negativa ed il punto M si troverà da A verso X , cioè 
in un senso opposto a quello in cui trova vasr quando x era positiva. 

Pertanto due valori dt x di segno contrario, quando x rappresenta 
la distanza d’ un punto ad un altro , presi su la stessa retta , indicano 
le posizioni di due punti anche opposti , rispetto ad un punto fisso , 
che insieme a quelli sono sopra una stessa retta. 

Supponiamo ora che un’altra retta CD (fig. 2) parallela ad \X, di- 
sti da questa per un intervallo BC=6; sia y' la distanza ili un punto 
N a la retta CD, ed i/ quella dello stesso punto N a la retta XX,. Sup- 
ponendo dippiù che il punto N debbasi trovare al di sopra di XX, avremo: 

(lo) . y'=b-\-y, e quindi y==y' — 6; 

e se al contrario il punto N si dovesse trovare al di sotto di XX,, biso- 
gnerebbe scrivere 

(16) y'=b—y, e quindi y=è — y’. 

Ragionando su i valori di y dati da le fprmole (lo) e (16), come si è 
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fatto nel caso precedente, si ghignerà a In conclusione seguente cioè, 
che le distanze del punto N' che trovansi in senso opposto rispetto a la 
retta XX,, si trovano pure affette da segno contrario. 

Consegue dal fin ora detto che se , per pura convenzione, si sta- 
bilisca che la distanza dinotata da x abbia un valore positivo quando 
cade da A verso X; e similmente y sia positivo quando dinota una distanza 
contata a partire da un punto della retta XX, al di sopra di essa; e che 
dippiìi le distanze x, y si prendano per quelle che il punto N serba 
da le due rette XX,, YY,, il detto punto si troverà 

nell’ angolo X AY, se af>o, j £>o, 
nell’ angolo X AY, se a£>o, y<Co, 
nell’ angolo X,AY,, se x<jo, y<jo, 
nell' angolo X,AY, se x<jo, j£>o; 

e viceversa. 

20. Premessi questi principi , passeremo a la esposizione de la 
prima parte di questo nostro Trattato , dando principio con l’applica- 
zione de l'algoritmo algebrico a quella parte de la Geometria che 
Trigonometria s’ appella. 
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ARTICOLO I. 

OiHinro dr li tsigonohetiua. — Divisione sessagesimale dr la ciuconferfnii. — 

ANGOLI CGMFI.IMENTI E SGFFLEMENTI. SrECIE DE CU ANGOLI. 

21. La Trigonometrìa lia per obbietto la risoluzione numerica dei 
triangoli'. e per eib ri propone di determinare tra le sei parti <l'un trian- 
golo de le relazioni tali, che, essendo dato un certo numero di esse par- 
li, si potessero col calcolo numerico rinvenire le rimanenti. Secondo che 
poi si occupa dei triangoli rettilinei o de gli sferici , prende pili parti- 
colarmente il nome di Trigonometria rettilinea , o quello di Trigono- 
metria sferica. 

Per sapere quante, in ciascun caso, debbano esser le parli date, 
converrebbe prima conoscere quante equazioni lian luogo elTelliviiinentft 
fra tutte le sei parti del triangolo : ma senza impegnarci in puri ragio- 
namenti analitici , i quali d'altronde non sarebbero di alcuna utilità po- 
sitiva , saremo invece contenti di togliere ila gli elementi di Geometria 
i princìpi nccessarii a In risoluzione del problema generale che qui ci 
proponiamo. Or la stessa Geometria , nell’insegnmvi il modo onde co- 
struire graficamente on triangolo (*) datene airone parti , ei fa noto an- 
cora che queste parti sono tre, c che , trattandosi il’ un triangolo rettili- 
neo , fra le tre parti date , debbe esscn i almeno un lato, per poterne 
dedurre le altre tre. Ed in efTelti se d’un triangolo rettilineo fosser dati 
i tre angoli c se ne cercassero i lati, il problema risulterebbe indeter- 

(') Legende*.— Elementi di Geometria ; prnb. S, 9, 10, Il ; lih. 2, 
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minalo; perciocché con tre angoli dati possiamo costruire ima serie in- 
finita di triangoli equiangoli, e perciò simili, i quali soddisferanno tutti 
egualmente a le condizioni date , nè si potrà quindi più precisare quale 
tra questi triangoli sia il dimandato. La stessa conclusione non vale pei 
triangoli sferici , pei quali possono benissimo esser dati tutti e tre gli 
angoli per ricavarsene i lati (*); ciò avviene perchè in questa sorta di 
triangoli si va cercando il rapporto che i lati hanno con la quarta parte 
de la circonferenza del circolo massimo de la stessa sfera, su cui son 
tracciati i triangoli, e non già la grandezza assoluta dei medesimi lati, 
cioè la loro lunghezza espressa in unità lineari. 

22. Qualunque sia lu definizione che dar si voglia d’un angolo, è 
sempre vero però che quest' angolo va soggetto a misura , al pari di 
qualunque grandezza concreta. L' unità angolare potrebbe essere scelta 
a nostro arbitrio , c però uno stesso, angolo potrebbe avere diversi va- 
lori numerici (n°. o); ma si è trovato più conveniente e naturale l'as- 
sumere costantemente I' angolo retto per unità de gli angoli , e così un 
medesimo angolo ha pure costantemente lo stesso valor numerico. Que- 
sto valore come si sa da la Geometria, si deduce descrivendo dal vertice 
de 1' angolo, come centro e cou un raggio ad arbitrio , una circonfe- 
renza, e paragonando 1' arco compreso fra i lati de l'angolo a la quarta 
parie de l' intera circonferenza, la quale quarta parte si addimanda qua- 
dratile. Il rapporto che così ottiensi è la misura de l'angolo dato, e ad 
ottenerlo più -agevolmente, si è convenuto, sin da tempo antichissimo, 
supporre la circonferenza di qualsiasi circolo divisa in 360 parti egua- 
li , a ciascuna de le quali si è dato il nome di grado ; un grado si 
è supposto suddiviso iu altre 60. parti eguali , ed a ciascuna si è dato 
il nome di minuto primo , o semplicemente primo ; e similmente ogni 
primo si è supposto diviso in 60 parti eguali , ciascuna de le quali si 
è addimandata minuto secondo , o semplicemente secondo ; da questa 
suddivisione in poi si è ritenuta la decimale. Nel tempo stesso si è con- 
venuto di contrassegnare il grado con un o messo a dritta , e al di so- 
pra del numero che rappresenta i gradi ; il primo con un solo apice , 
messo anche a dritta ed in testa del numero , c il secondo con due. Così, 
a cagion d'esempio, volendo rappresentare 2i gradi , 23 primi , 18 secon- 
di si scriverà : 21° 23' 18". Le operazioni numeriche su questa specie 
di numeri seguono le regole de’ numeri complessi , esposte iu Aritme- 
tica (*'). 

Con questa convenzione un arco qualunque , c quindi l’ angolo da 
esso sotteso , verrà ad essere rappresentalo da un numero di gradi e 

(■) Lcgendre . — Elementi di Geometria-, prò. 18, lib. 8. 

(") Ci siamo attenuti esclusivamente a la divisione sessagesimale de la circon- 
ferenza , tralasciando la decimale, la quale non c in uso, per le ragioni saggia- 
mente esposte da AwvvrE nel suo eccellente Trattato di Aritmetica"— pag. 159. 
nota— 1“. edizione. Intanto non è inutile il dire che la divisione decimale consiste 
nel supporre l'intera circonferenza divisa in 400 parti eguali, ciascuna de le quali 
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divisioni di grado , il numero , lungi dal dame la lunghezza as- 

solala di quell' arco , ci rappresenta invece il suo rapporto a la circon- 
ferenza , e quindi anche al quadrante , e ci fa perciò conoscere la 
grandezza de 1' angolo. Così, poniamo che un arco sia di 30° ; siccome 
questo numero è la dodicesima parte di 360 , sarà pure l’arco proposto 
la dodicesima parte de la circonferenza , o vero la terza parte del qua- 
drante , c quindi l'angolo da esso sotteso sarà lo terza parte de l’an- 
golo retto. Allorché poi si dovrà descrìvere graficamente un angolo , 
dato in gradi , basterà tracciare una circonferenza con un raggio qua- 
lunque , dividerla come sopra è detto , e quindi , a partire da la di- 
visione zero , tagliare un anjo di tanti gradi e divisioni di grado per 
quante ne indica il numero dato ; congiungendo in fine gli estremi di 
quest’ arco col centro si avrà 1’ angolo richiesto. 

23. Quando la somma algebrica di duo archi pareggia un quadran- 
te , o vero , (piando la somma algebrica di due angoli pareggia un an- 
golo retto , que' due archi o que' duo angoli si dicono complemeuti. 
Che se poi detta somma pareggia due quadranti o due atujoli retti, gli 
archi o gli angoli si dicono supplementi. 

Iti fine due angoli son detti de la stessa specie, quando sono en- 
trambi acuti o entrambi ottusi ; e sono di diversa specie se I’ uno es- 
sendo acuto , l' altro è ottuso. 

ARTICOLO II. 

js y* ystr 

Natura de le lisf.f. thicoxomethiche . — Lono definizioni e simboli 

co’ QUALI LE SI BAP PRESENTANO. 

21. Abbiamo , nel numero precedente , veduto come un angolo 
possa essere rappresentato da un numero indicante un rapporto tra due 
archi , il quale cesta invariabile qualunque sia il raggio con che quc j 
sti archi sono descritti. Ma non è questo il solo rapporto che goda 
d' una tale proprietà , e ve n' ha de gli altri che in egual modo che il 
primo posson valere a la rappresentazione numerica d’ un angolo. In 
efTetti sia RCS (fig. i.) un angolo qualunque , e , descritto , dal suo 
vertice C , come centro e con un raggio CA ad arbitrio , l’arco AM si 
meni dal punto M la perpendicolare SIP sul lato CS, e dal punto A con- 
ducasi a l'arco AM la tangente, che si prolunghi fino ad incontrare in 
T l'altro lato CR , i rapporti de le rette SIP, AT, CT, AP, al rag- 
gio AG , restano gli stessi , quando , rimanendo invariato l’ angolo, si 

è il grado ; quindi il grado in altre 100 parti eguali , ciascuna de le quali è il 
primo, e questo in altre 100 parti eguali, ciascuna de le quali è il secondo. Così 
potremo facilmente dedurre il rapporto tra l’antica e la nuova divisione, e passare 
da l'una a l’altra. 

« 



SO TRIGONOMETRIA 

faccia variare qurato raggio , e \ arino in corrispondenza le lunghezze 
assolute di quelle medesime rette. Di fatto , presi diversi roggi CA' , 
CA' , ec. , descritti gli ardii A'M' , A"M" , ec. , e fatte rispetto ad 
essi le medesime costruzioni come per 1’ arco AM , avremo in virtù 
de la evidente simiglianza de’ triangoli ACM , A'CM' , ec. 

Ì MP M'P' M"P" AT A'T' A'T 

<= = = ec. ; = = = ec. : 

CM CM' CM’ CA CA' CA' 

CT CT' CT" AP A'P' A" P" 

CA CA' CA" CA CA' CA' 1 ’ 

Or a 'le rette MP, AT. CT, AP, si è dato il nome di linee trigono- 
metriche (") ; c con più particolarità la retta MP, o vero la perpendi- 
colare abbassala da l' estremità d’ un arco sul raggio che passa per i al- 
tro estremo si è chiamata seno di quell'arco o de l’angolo da. esso mi- 
surato ; e rappresentando con a 1’ arco o 1’ angolo , il seno si rappre- 
senta con sena. Quindi se dicasi m questo seno, in guisa da essere 
scna=w, sarà reciprocamente: a=arcscri»n. 

La retta AT, o sia la porzione de la langenle indefinita compresa 
tra il punto di contatto e il raggio condotto per f altro estremo de l'ar- 
co, si è addimaudnta langenle , rappresentandola col simbolo lati : co- 
si tana vuol dire la tangente d’ un arco o d’ un agolo a. Quindi, se 
tana=n, sarà reciprocamente : a=arctann. 

La retta CT , o vero il raggio che , passando per un estremo , si 
prolunga fino ad incontrare la tangente, condona per l’altro estremo , 
si è addimandata secante ; servendosi , por rappresentarla . del simbo- 
lo ree : cosi seca vuol significare la secante d’ un ateo o d’ un angolo a. 
Quindi se. sec a=p , sarà reciprocamente : a=aresocp. 

Finalmente la retta AP, o sia la parte, elei raggio compresa tra 
V estremo di questo e il piede del seno , si è addimandata seno verso , 
rappresentandolo col simbolo senv.: cosi senva significa il seno verso 
d’ un arco o d’ un angolo a (*”). Quindi se senva=r/ , sarà reciproca- 
mente : a=arcsenvq. 

fi Queste ultime uguaglianze *’ ottengono osservando che MP : AC :: M'P' • 
A'C ; MP : CP :: M'P' : CP', e quindi si Ita successivamente : 

AP A'P' 

AC : CP::A'C : CP'; AC— CP : AC::A'C— CP' : A'C; AP : \C::AV :A'C : L — 

AC A'C 

|") Prendendo per unità de le rette MP, AT, CT, AP, lo. stesso raggio CA 
del circolo di cui fan parte , i primi termini de le quattro serie di rapporti (1) si 
mutano rispettivamente in queste stesse rette; sì che può dirsi che le linee trigo- 
nometriche sono propriamente de' rapporti tra certe particolari rette c il raggio, 
eoi quale si descrive I' arco che dà la misura d’ un angolo. 

f") Ciascuna delle espressioni sena, cosa, tana , ec. equivale ad un sol sim- 
bolo elementare come m , per esempio , e non devesi per ciò tenere come un pro- 
dotto algebrico di più lettere. Ognuna di esse rappresenta una retta , quando il 
raggio non ai prende per unità ; nel caso opposto rappresenta un rapporto. 
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Essendo dato pertanto un angolo RCS , sarà fatile determinare i 
rapporti de le sue linee trigonometriche al raggio ; perchè basta descri- 
vere con uu raggio qualunque AC 1' arco AM, e quindi, condotte le per- 
pendicolari MP, AT, si tratterà di determinare i rapporti tra MP, AT, 
CT e AP ai raggio AC ; il che si sa fare , come si è veduto negli 
elementi di Geometria (’). Reciprocamente dato uno di questi rap- 
porti , si può facilmente determinare l’ angolo corrispondeute ; perchè 
poniamo particolarmente , die il rapporto noto sia quello del seno al 
raggio : da questo rapporto avremo immediatamente il valore del 
seno , quando avremo stabilito un raggio , e sia AC ; quindi descritto 
con questo l’arco indefinito AMR, e presa su GB perpendicolare a C.Y, 
la parte CQ eguale al seno , calcolato come ora è detto , si menerà 
la QM parallela ad AC, che determinerà I’ arco AM corrispondente al 
seno dato. Ed è appunto per questa ragione che possiamo ad un an- 
golo sostituire i rapporti de le sue linee trigonometriche al raggio; o 
vero queste stesse linee, quando il raggio si prende per unità (nota 
pree.); anzi detti rapporti essendo sempre gli stessi , sia qualunque il 
raggio , cosi possiamo sempre supporre che questo sìa eguale ad tino , 
senza tema di alterare i risanamenti. 

25. Prolungando Parco AM sino a formare il quadrante AMB, i 
due' archi AM, MB saran due archi complementi (n.° 23). Or , se si 
conducano la perpendicolare MQ, e la tangente BN che si prolunghi fino 
ad incontrare il raggio CM, prolungato esso pure, le rette MQ, BN, CN, 
BQ, che sono rispettivamente il seno, la tangente, la secante, ed >1 
seno verso de l'arco BM, s’ addimandano coseno, cotangente, cosecan- 
te , e coseno verso de l'orco complemento AM, e dinotando con « l'arco 
AM si rappresentano coi simboli cosa, cotti, coseca. Laonde se abbiasi 

cos a=s, cota=l, cosec a—u, cosva— e, 

sarà in corrispondenza e reciprocamente : . 

a=arccoss, a=arecott, a=arceosecu, a=arceosv». 

Pertanto , secondo la precedente definizione , avremo : 

I cos (90 n — a , — sena ; cosa = se n ‘90° — a); 
cot (90° — a,i = tana ; cota = lan <90° — a); 

cosec (90° — a j — seca ; coserà = sec (90" — a); 
cosv (90°— a, = senva ; cos\a==scnv 90* — a;. 

Giova inoltre osservare che , a cagione del rettangolo MPCQ » 
MQ=CP ; quindi si può defluire il coseno d' uu arco la parte di rag- 
già compresa tra il emiro e il piede del seno; e per conseguenza il seno 
verso è uguale al raggio meno il coseno. 

(*) Ltot'Dftz — Elementi di (Jeemciria ; prob. li , bb, 2» 
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26. Do ultimo si osservi clic il seno MI* d' un arco AM, (fig. 5) 
è la metà de la carda MM, <f un arco IMAM, doppio di AM ; il che 
dà la formola : 

(3) seha=^- corda2a. 



ARTICOLO III. 



Progresso dei valori de le linee trigonometriche e segni de le stesse. — Seni 

E COSENI DE GLI ARCHI NEGATIVI. — FORMOLE CHE COMPRENDONO TITTI GLI ARCHI 
CORRISPONDENTI AD UN DATO SENO O COSENO. 



27. Nel dare, nel precedente articolo , le definizioni de le linee 
trigonometriche ci siam serviti d’ un arco AM [fig. 4) , minore del 
quadrante ; nò però devesi credere che , quand - anche ue fosse mag- 
giore , cambiassero le definizioni di tali lince. Esse per qualunque sie- 
si la grandezza de l’arco avranno sempre quegli stessi significali innanzi 
(n.° 24) espressi; solo vi sarà una modificazione riguardo al segno da 
cui debbono essere affette , come qui appresso sarà meglio dichiarato. 

Sia pertanto ARA,!}, {fig. 5/ un circolo di raggio qualunque , clic 
supporremo eguale ad uno, cioè terremo questo raggio come unità di 
tutte le linee trigonometriche descritte nel circolo che ha questo stes- 
so raggio, il che non altera in verun modo i risultamenti (n. 0 24). Sia- 
no inoltre C il centro ed AA,, BR, due diametri che si tagliano ad 
angolo retto, per modo che ciascuno de gli archi AB, BA,, A,B,, B,A 
sia la quarta parte de la circonferenza , o vero sia di 90.° 

Poniamo inoltre che una linea debbasi tenere come positiva, tutte 
le volte che la sua posizione sia fissata o diretta in quello stesso senso, 
rispetto ad una retta o ad nn punto , come lo è , quando l’ arco dato 
è minore del quadrante ; allora tutte quelle linee che sarnn fissate o 
dirette in un senso a quello contrario dovranno essere considerate co- 
me negative (n.° 19, reg.). Secondo questa ipotesi tutte le linee trigono- 
metriche de gli archi minori del quadrante o de gli angoli acuti sono 
positive. 

28. Posto ciò , fingiamo clic il raggio CA si aggiri intorno al cen- 
tro C , in modo che l’estremo A vada percorrendo successivamente l’in- 
tera circonferenza. Sia CA la primitiva posizione del raggio , e quindi 
A V origine, o sia il zero de gli archi; in questo caso, secondo le de- 
finizioni del n.“ 24, il seno e la tangente sono aneli' esse nulle , lad- 
dove che il coseno e la secante combaciano col raggio , e perciò gli 
sono eguali ; il seno verso pur esso è nullo, mentre il coseno verso è 
uguale a l’ intero raggio CD. 

Quanto a la cotangente e a la cosecante poi devesi riflettere che , 
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a norma de le dennizioni di tali linee, esse vengon delerminale , per 
un arco qualunque , da l’ incontro de la tangente indefinita , condótta 
imm mi estremo de V arco complemento, col raggio prolungato che passa 
per l'altro estremo; cosi, supposto che il raggio mobile presa 

la posizione qualunque CM , la cotangente de I arco AM saia la BN. 
c CN ne sarà la cosecante. Or a misura che il punto M «uditasi al 

punto A, l'arco AM va sempreppiii diminuendo , e nel medesimo tem- 
po il punto N si va allontanando dal punto 1» , in guisa clic . allora 
Lodò M coincide con A , le due rette BN e CN divengono .parai le- 
?e- quindi potendosi, in tal caso, supporre il loro punto d incontro 
situalo a l'infinito , le stesse BN e CN divengono infinite. 

Pertanto , per un arco di zero gradi avremo : 

( sen0°=0, tanfl^O, secO"=t, senv0°=0. 

(*) [ cosO"=l , cotO"= oc, cosecO°= oe , cosvO =1 . 

20. Allontanandosi poi il raggio CA da la sua posizione attuale , 
e progredendo da A verso B, cresce 1 ’ arco descritto dal punto A , e 
poiché nel tempo stesso il punto P s avvicina a C, il punto N a B, 

I punto P s’allontana da A, cosi . insieme a Ureo cresceranno il se- 
o la tangente, la secante c il seno verso; mentre a I opposto, il 
cosino lattai, gente . In cosecante e il 

fluendo , senza cessare da 1 esser positivi, in \ n tu > ^ • tu tto 

Giunto che sarà il punto A sul punto B. 1 arco descritto sarà tutto 
il quadrante AB, e quindi, sia da la. stessa figura, sia riflettendo che 
gli archi AB e 0° seno complementi , troveremo (n.> lo e -o; . 

( sen9ft°=l, tan90°=3o, sec90= x, senv90°=l, 

( 2 ) [ f 0 s9(t' — 0, cot00“=0, cOsec90”=l, cosv90°=0.^ 

30 Continuando* a muoversi il raggio, il suo estremo mobile pas- 
serà sul secondo quadrante BA. c . considerando una posizione qualun- 
que CM di quel raggio, si vede che per I arco ABM, il seno .1, ,, 
cosecante CN,. il seno verso AP,. il coseno verso BQ sono positivi; men- 
tre il coseno CP,, la tangente AT„ la secante CT,, e In cotangente BN. 
sono negativi . secondo V ipotesi ammessa in principio del numero pre- 
cedente J f). D'altronde a misura che M, s'allontana da B pei avvici- 
narsi ad A , la perpendicolare M,P, si rende piu piccola , il punto P, 
s'allontana da C, il punto T, s’avvicina ad A, il punto N t s allontana ra- 
ri li «M-ante CTi c negativa perchè la maniera onde, nel caso attuale, vien 
detor'n inaU.Ta lltn ò^oJa a quella con' che ai. determina noti' arco AM minore 
del* quadrante : iu elfetTi,. quest'» la secante CT si ^ 2«S 

raggio CM dal centra verso l’estremo M do 1 arco, c nell ", 

CT. si determina prolungando il raggio In senso opposto ^ 

un’ analoga ragione la cosecante CN» e positiva come l« CN , renile «miainoe m 

determinano ai modo stesso, ■ 
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definitamente da B, e finalmente 0 s'approssima a C; laonde crescendo 
Varco da 90" a 180°, crcscimo con esso , in valore assoluto ( cioè indi - 
pendentemenle dal segno) il coseno , la cotangente . la cosecante , il se- 
no verso ed il coseno u>rso, e diminuiscono, anche in valore assoluto, 
il seno la tangente e la secante. 

In fine quando il raggio mobile giugni’ a la posizione CA,, l’arco 
descritto sarà tutta la mezza circonferenza ABA, , c nel tempo stesso 
*' annullano il seno e la tangente; il' coseno, la secante e il coseno 
verso pareggiano il raggio ; la cotangente e la cosecante ditcngon in- 
finite , e finalmente il seno verso pareggia il diametro. Laonde, tenendo 
in considerazione i segni , si ha : 

,,Jsenl80"=0; lanl80"=0; sec 180"=— 1; senv 180°=2; 

V icos 180"=— 1 ; cot 180"= — oc; cosec 180"= oc; cosv 180"=1 . 

31. Pria di passare innanzi giova notare come i due archi AM,, 
A,M, [fig. o) sieno supplementi fn.“ 23); e poiché, menando M,M pa- 
rallela ad AA,, risulta A,M,= AM, cosi son pure archi supplementi i 
due AM, AM,. Inoltre tracciate le linee trigonometriche di questi ar- 
chi, risultano, ad evidenza, eguali i due triangoli CMP, CM,P,, non 
che i due ACT, ACT, e gli altri due CBN, CBN,; donde risulta MP= 
M.P,; CP=CP,; AT=AT,: CT=CT,; BN=BN t . CN=CN„ AP-t-AP,= 
AA,, e però da coteste uguaglianze e tenendo conto de’ segni de le li- 
nee trigonometriche d' un arco maggiore del quadrante (n.° prec.), ne 
consegue che due archi o due angoli supplementi hanno uguali e de Io 
stesso segno i seni, i coseni versi, le cosecanti; Aduno eguali e di se- 
gno contrario i coseni, le tangenti, le secanti, le cotangenti ; e final- 
mente la somma de' loro seni versi pareggia il diametro. Laonde espri- 
mendo con u un arco minore de la mezza circouferenza o un angolo 
minore di due retti, le precedenti relazioni vengono nel modo seguente 
espresse : 



w 



sena=sen (180° — a};, 
tana = — tari ( 1 80” — a); 
seca= — sec ( 1 80 " — a ; 
senva= 2 — senv (180°- 



a); 



cosa = — cos '180° — a); 

eola = — cot (180® — a); 

coserà = cosec 180° — rC; 

cosva = cosv (180 ° — a ; 

« 



32. Dal fin qui detto discendono varie conseguenze , c sono : 

1.® Sieno a e fi due archi de la medesima specie (n.° 23;; se essi 
sono entrambi acuti ed o>fi s’ avrà : 



. m ( sena> senfi; tana> tanfi; seco)> scefi; 

' J/ ( cosa< eosfi ; cota< cotfi; coseca< cosecfi; 

e , per contro , se sono entrambi ottusi sarà , indipendentemente dai 
segui : 

/g, ( scna-O senfi; tana< tanfi; seca< scefi; 

* * l cosa>- cosfi; cola>- colfi; coscca)> cosecfi. 
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2. ® Sieno a e 6 due archi o due angoli di diversa specie, e sia a 
ottuso; il suo supplemento 180 " — a sarà acuto e quindi de la stessa spe- 
cie di 6. Essendo noto il valore di a , sarà pur noto quello del suo 
supplemento e si potrà per conseguenza sapere se esso sia maggiore o 
minore di 6, e quindi, mercè le (5;, ottenere le relazioni di grandezza 
fra le linee tigonomelriche di questi due ardii e perciò ancora tra quelle 
de' due archi dati a e b. 

3. ® Messe le stesse cose come nel caso precedente , s' abbia di piu 
la ineguaglianza : 



In tal caso , essendo a ottuso , il suo supplemento 180® — a sarà 
acuto come b , e sarà di più maggiore di quest' ultimo in virtù de la 
(7). Laonde fra le linee trigonometriche del primo e del secondo di 
questi orchi avran luogo le relazioni (5), che avran luogo ancora per 
gli archi dati a e b; cioè, se a e b sono due archi di specie contrarie, 
che soddisfacciano f ineguaglianza (7) e sia a>90 ", tra le Loro linee tri- 
gonometriche , indipendentemente da' segni , avran luogo le relazioni : 



ed a è minore di 90®, si dimostra a lo stosso modo che le ineguaglian- 
ze (8) han luogo in questo caso. Che se a è minore di 90° in (7) o 
maggiore di 90° in (9), han luogo le relazioni opposte a le (8) ; in 
guisa che si può conchiudere la proposizione seguente : 

Sieno a e b due archi o angoli di diversa specie; se a-|-b<C180®, 
«irà : 



valendo , in lidie queste ineguaglianze , il segno superiore , se a<90®, e 
jf inferiore se a>>90°. 



(7) 



a-f-ò<180®. 



( 8 ) 



f scn«f> senò; tancf> tonò; seca> secò; 

( cosa< cosò; cola<C colò; coseca< cosecò. 



Se per contro 



(») 



a-+-ò>180® 



9 




e te a+b^>180", sarà : 




‘t K 
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4.° Poniamo clic sicno x ed y due archi o angoli , ciascuno minore 
di 180", e abbia luogo la relazione 

(10) senaO seny. 



Se anticipatamente si sappia essere x ed y de la medesima specie 
sarà : af>y o pure x<Cy> secondo che x ed y sono entrambi minori o 
entrambi maggiori di 90°. Ma se x e y sono di specie contrarie , al- 



lora ammessa la (10) devesi avere : 




La medesima conseguenza avrebbe luogo se nella relazione (10) ai 
seni si sostituissero le tangenti o le secanti. 

Per contro se s’ abbia : 



(11) cos.r> cosy, 

sarà : x<Cy o pure x^>y, secondo clic x ed y sono entrambi acuti o en- 
trambi ottusi. Ma se invece x ed y devono essere di specie contrarie, 

ammessa la (11), devesi avere x^ij. 

La medesima conseguenza avrebbe luogo se nella relazione (11) al 
coseni si sostituissero le cotangenti o le cosecanti. 

5.° Finalmente, ammessa la (10) e nell’ipotesi che x ed y sieno 

di diversa specie, sarà .r^l80 o — y, secondo che y^90°; e se ha luo- 
go la (11) sarà .r^l80° — y, secondo che y^90° 

33. Se la Trigonometria dovesse trovare la sua applicazione solo 
nella risoluzione ' dei triangoli, sarebbe oramai 'sufficiente il fin qui det- 
to intorno ai valori progressivi e ai sogni de le linee trigonometriche; 
imperocché sì nei triangoli rettilinei che negli sferici non s’incontrano 
mai angoli che sorpassino , non che arrivino ad eguagliare due retti ; 
éd in questi ultimi triangoli, come si sa da la Geometria, i lati si pos- 
son sempre supporre minori de la mezza circonferenza (*). L'uso però 
di questo ramo de le matematiche a le parli più elevate di analisi 
matematica , vuol che si parli ancora de le linee trigonometriche di 
quegli archi che sorpassano la mezza circonferenza. Pertanto conside- 
reremo i soli seni e coseni , perchè , come cedrassi nel capo seguen- 
te , tutte le altre linee trigonometriche da quelli dipendono. 

Sia dunque AM=a (fig. Si) un arco qualunque , e per 1’ estrema 
M si conduca il diametro MCM, : egli è chiaro che , se a partire da 
M s’aggiunga positivamente a l’arco AM la mezza circonferenza MBA.M. 
o negativamente la mezza circonferenza MAB,M,, o anche , più general- 
mente, se s'aggiunga positivamente o negativamente un qualunque nume- 
ro impari di mezze circonferenze, si otterrà in tutti i casi un arco cUo 



(’) Legenobe. — Elementi di Geometria . pr. XIX, scol. Ub. Yll. 
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parte da A e termina ad M t ; per modo che, dinotando con - la mezza 
circonferenza di raggio 1 , e con « un qualunque numero intero , l’e- 
spressione generale di tutti quegli archi sarà nimichi)*, ed avranno 
insieme M,P, per seno, e CP, per coseno. Or da Ja evidente eguaglian- 
za dei triangoli CMP, CM.P,, c da la direzione opposta de le rette 
M,P„ MP; CP„ CP risulta: 

(12) se n [o±( 2 n ± 1 )r] = — sena; cos [a±(2«±i)jr]= — cosa. 

Che se poi a 1' arco AM s' aggiunga a partire da M , e ne’ due 
sensi opposti, come sopra, una circonferenza o un qual si voglia nu- 
mero intero di circonferenze, si otterrà in tutti i casi un ureo che parte 
da A e termina ad M , e l’espressione di tutti questi archi sarà a±’2n- , 
mentre avranno insieme lo stesso seno MP e lo stesso coseno CP de 
l’arco AM. Pertanto sarà : 

(13) sen (a±2nn)= sena ; cos (a±2n *)= cosa. 

Coleste formolc sussistono ancora quando a si cambia in — a, 
poiché il medesimo ragionamento ha luogo , quando , invece de l'arco 
positivo AM=a si prenda I' arco negativo AM,= — a. 

Inoltre è chiaro che il medesimo ragionamento regge ancora sup- 
ponendo l’arco a d’ una qualunque grandezza minore o maggiore del 
quadrante. 

31. Pertanto , dinotando con k un qualunque numero intero posi- 
tivo o negativo , ed essendo a un arco di qualunque grandezza pure 
esso positivo o negativo , avremo le due formole : 

(14) sen (A->r-t-a)=±sena ; cos (fc-f-aj=± cosa ; 

nelle quali devesi ritenere il segno superiore , quando k è pari c l’infe- 
riore quando é impari. 

33. Potendo nei secondi membri de la (li) trovarsi l’arco nega- 
tivo — a , perchè si trovi pure nei primi , cosi gioverà conoscere il se- 
no e il coseno d’un arco negativo. E però si conduca la corda MM, 
perpendicolare al raggio CA e s'avranno due archi AM.AM, de lo stes- 
so valor numerico, ma se il primo lo si suppone positivo, l'altro è ne- 
gativo (n.° 19, reg.). Intanto questi due archi hanno i loro seni MP, 

M,P evidentemente eguali ed opposti, ed hanno il coseno CP di comu- 
ne, dunque se si ponga AM=a, si avranno le formole : 

(lo) sen ( — a)= — sena ; cos ( — a)=r cosa ; • 

le quali , comunque dedotte da la considerazione d’un arco minore del 
quadrante , non cessano di esser vere anche nel caso contrario. E per 
fermo, se gli archi AM, AM, si accrescano sempre, e come si voglia, 
di porzioni eguali, i seni MP,M,P risulteranno sempre eguali ed op- 
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posti , ed andranno a terminare ad uno stesso punto P; per modo che 
ancora il loro coseno sarà sempre comune per entrambi , qualunque 
sia d'altronde la loro grandezza. 

36. Dietro queste ultime formole (15), le (14) possono scomporsi 
nelle quattro seguenti : 

sen (ftr: — !— n)=r±zsen(z; cos (4n-+-a)=di coso; 
sen (k * — a)=± sen( — a)=cp sena; 
cos (kr — o)=± cos( — a)=i cosa; 

valendo i segni superiori quando k è pari , e gl'inferiori, quando k è 

M| 

impari. Quindi se dinotiamo , come è solito, con l’espressione ( — 1) 
il segno più o il meno che precede una quantità, secondo che m è pari 
o impari avremo; , 

k k 

( sen (fcr-Hj)=( — 1) sena; cos (tot-|-a)=( — 1) cosa; 

(sen (kn — a)=( — l/^’sena; cos (kr. — a)=( — 1)* cosa. 

. 37. Mercè queste formole, la ricerca del seno e del coseno di qua- 
lunque arco dato , riducesi a quella del seno e del coseno d' un arca 
compreso tra 0° e 90" ; e queste linee , in virtù de le (2,25) (*) sona 
eguali al coseno ed al seno d’un arco compreso tra 0° e 45°; per moda 
che basta la sola conoscenza de' seni c coseni di questi ultimi archi , 
per conoscere il seno ed il coseno di qualsivoglia altro arco. 

Esempio 1. — Essendo 1343° = 7 h- 85°, sarà in virtù de le pri- 
me (16) 

sen 1315" 27' 12*=— sen 85° 27' 12'; 
cos 1345° 27' 12'=— cos 85° 27' 12", 

e quindi in virtù de le (2,23) essendo sen 85° 27'12"=cos 4 a 32' 48"; 
cos 85 u 27' 12"= sen 4 # 32' 48", sarà: 

sen 1345° 27' 12"=— cos 4° 32' 48"; 
cos 1345° 27' 12"=— sen 4° 32' 48". 

Esempio li. — Essendo 785°=4ir-f-85°, sarà in virtù de le secon- 
de ( 16 ) 

sen (—735° 43' 13")=— sen 65° 43' 13*; 
cos (—783° 43' 13*)=H- cos 65° 43' 13"; 

c finalmente in virtù de le (2,23) sarà : 

sen (—783° 43' 13")=— cos 24° 16' 47"; 
cos (—785° 43' 13")=-+- sen 24° 16' 47*. 

(‘) Indicheremo cosi una formolo che, in qualche articola precedente, si tro- 
va segnala col primo numero scritto in parentesi , c nel paragrafo corrispondente 
al secondo. Quando questo manca, la formola si trova nello stesso articolo che 
si sta esponendo. 
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38. Se nelle (Ì6) pongasi a~o, allora osservando che per le (1,28) 
scn0°=0, cosO°=l, avremo : 

(17) sen kn=o; cosìk=±1 , 

valendo per la seconda forinola il segno superiore o F inferiore , se- 
condo che k è pari o impari. 

39. Passiamo finalmente a provare come le forinole 

(18) sen (90'‘-t-a)= cosa, ros (90°-4-a)= — sena, 

le quali si ottengono osservando che (n.° 23) gli archi 90°-Hi ed a son 
complementi, c che il primo è ottuso , sien vere per qualunque sieuo 
la grandezza ed il segno di a. 

Sieno per ciò (fi g. 6) AA'.BB' due diametri perpendicolari 1’ uno a 
l’altro, ed MM'.MM" parimenti due altri diametri a lo stesso modo 
disposti. Menate le perpendicolari MP, M'P', M "P", M'"P'", i triangoli 
MCP, M'CP', M'CP", M'"CP W che ne risultano saranno, tutti eguali tra 
loro. L’ eguaglianza è manifesta per i triangoli opposti MCP, M"CP", 
cd M'CP', M 'CP'" ; c per provarla negli altri due M CP 1 , M"CP", 
si osservi che , essendo CP"M" un triangolo rettangolo , la somma dei 
due angoli aceti P"CM", CM"P" è eguale ad un retto , e quindi al- 
l’angolo M'CM", che per costruzione ò retto; togliendo dunque da ambe 
le parti l’angolo P"CM", resterà CM"P"— M'CP' ; quindi i triangoli 
CM'P', CM"P", avendo dippiù l’angolo P' eguale a l’angolo P" c il 
lato CM' = CM", sono eguali. Dunque i quattro triangoli ottenuti 
dietro la costruzione precedente sono eguali , e per ciò MP=CP'= 
P"M"= CP'",CP =M'P'=C:P"=M'"P W . Or. di queste rette le prime 
quattro sono alternativamente il seno ed il coseno , e le altre quat- 
tro il coseno ed il seno de gli archi AM. AM'. AM", AM'" ; pren- 
dendo dunque per a uno qualunque, di questi archi ; e tenendo dippiù 
presente che CP', CP" sono coseni negativi , P"M", P"'M"' sono seni 
negativi, troveremo che le formule (18i han luogo sempre che a è po- 
sitivo. Or •> chiaro che aumentando ciascuno dei suddetti archi AM , 
AM', AM", AM'" d’una o più circonferenze, ricadiamo sugli stessi punti 
M, M'M", M*. Dunque le stesse formolo sussistono per qualunque sia 
la grandezza positiva de I’ arco a. 

Se poi fosse a negatilo , allora per le formolo (16) si ha : 

sena= sen' 1 80° — a), co sa= — cos( 1 80° — a ) , 

’ * v 1 

qualunque sia 1’ arco a; e però ponendo in esse 90 ° — a in luogo di a 
s' avrà : 

sen(90° — a)= sen(90-+-a), eos|90 ° — a — — ■cos(90°-|-a)- 

Ma quando a, è positivo e qualunque , per quel che si è ora dì- 
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mostrato, ed osservando che coso= cos ( — a), sen a = — sen ( — a,) si ha: 
sen(90°-Hi)= cosa = cos( — a) , cos(90°-+-a)= — sena = scn( — a ) , quindi 
sen; 90° — a) = cos ( — a) ; cos (90° — a)= sen ( — a). 

Dunque in fine le formule (18), han luogo per qualunque valore 
e segno si voglia attribuire a l' arco a. 

40. Dopo ciò , supponiamo dapprima essere A un numero pari , 

t 

sarà _ un numero pari o impari , c quindi in virtù de le medesime 
2 

formule (16) avremo : 

( se " ^'|»-H*)=(— 1)^ sena; cos(-|ii-hA=(— 1 1)* cosa 

\ sen \ 2 71 — a )—( — 1) sena; cos y 77 — a J— ( — 1 ) * cosa. 

Se poi k è impari , sarà ^ * un numero pari o impari, e quindi 

2 

, k A— 1 1 / 1 \ 

osservando che — = — - — |- — , c per le (18) cos l — -roi l=qzsena, 
2 2 2 \ 2 / 

sen (v**) = cosa, avremo per le stesse (16) 

Ì /k \ k - 1 

sen I — ir -f-o l=( — 1 ) Tcosa; 

/ k \ *"H 

cos I — it-f-a 1=( — 1) • sena; 

\2 / 

(k \ A-i 

seni — « — « ì=[ — 1)* cosa; 

/k \ ‘ A-, 

cos f — s — a \=( — 1)“ sena. 

41. Se in queste ultime forinole poniamo a=o , ed osserviamo 

che quando A è de la forma 4A-4-1 , — — L è pari ; e quando k è de la 

2 

forma 4A — 1 , l’ esponente - — — è impari , troveremo : 

, 2 

{ 4A+1 . 4t — 1 

sen — — b= 1; sen — - — n= — 1; 

2 2 

4A-H 4A — 1 

cos — - — it=0;cos— - — *=0; . * • 



A-i 

-1)“ sena. 
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c mercè queste formolo si conoscerà il sono ed il coseno di un mul- 
tiplo del quadrante. 

■12. Risulta da le considerazioni precedenti , che v' ha un' infinità 
di archi, i quali corrispondono ad un medesimo seno o ad un mede- 
simo coseno; tutti questi archi possono essere racchiusi in formolo com- 
plessive , le quali serv iranno a risolvere le equazioni : 

sen.r=/>; cos .r=q , 

essendo p e q due numeri positivi o negativi, non maggiori di 1; al- 
trimenti si cadrebbe ne I’ immaginano , essendo che il seno ed il co- 
seno non sono mai maggiori del roggio. 

Poniamo dapprima che sia p positivo : allora, prendendo CQ.— p , 
(fi g. 5) e menando MQM,, parallela ad VA,, risulta che il più piccolo 
arco corrispondente a questo seno positivo p sarà AM , cioè un arco 
compreso tra 0° e 90°. Or non solo quest’ arco ha per seno CQ , ma 
tutti quelli ancora che partono da A e vanno a terminare ad M, sì po- 
sitivamente che negativamente , e che sono compresi nella furinola 
2 A'iH-o, essendo k un numero intero positivo. Parimente a lo stesso 
scuo CQ =p appartengono l'arco AM, e tutti quelli che, partendo da 
A terminano in M, sì positivamente che negativamente, e che son com- 
presi nell'altra formolo — a; dunque se si ha: 

senJ-=p, sarà ,r=2 A ir-+-« o a=(2A‘-f-l)it — a, 

essendo a un arco positiv o c compreso tra 0° e 90°, ed avente per se- 
no p. 

Quando poi p è negativo prendendo CQ,=p, il pili piccolo arco 
corrispóndente a questo seno negativo p sarà AM,, esso stesso negativo, 
e il cui valore sarà compreso tra 0° e 90°. Or non solo quest’arco 
ha per seno CQ,, sì bene ancora tutti gli archi , sien positivi o nega- 
tivi , che partendo da A vanno a terminare in M, o in M m , e che son 
compresi nelle formolc 2A- — a, e 2 kit — rr-|-a, dunque avendosi : 

v 

senx= — p, • sarà jc=2kx — a o x='2k — l)s-|-a, 

purché per — os’ intenda quello tra gli archi negativi, che, in valore 
assoluto è il piii piccolo ed ha per seno— p. Dunque in generale po&- 
siam conchiudere che se si abbia : 

(22) sen x— ~t ~p ■ 

essendo p una frazione positiva , sarà : 

(23) Xz=k* ±a , 

a essendo un arco, compreso tra — 90° e -+-90°, e de lo stesso seno di 
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p. Inoltre in quest' ultima formula si riterrà il segno supcriore se k è 
pari e l’inferiore se k è impari. 

Col medesimo ragionamento si prova che da la formola : 

(24) cosjt=±?, . . 



essendo q una frazione positiva , si passerà a 1' altra : 

(25) x=2kn±a 

purché per a s' intenda il più piccolo arco che abbia per coseno -\~q , 
o — q e perciò un arco positivo compreso tra 0° c 180°. 

43. Quando p=o, il più piccolo arco che ha per seno zero è ze- 
ro, e però da l’ equazione 

(26) senx=o, si passa a l'altra (27) x=kit. 

Se poi p=l , come il più piccolo orco che ha per seno rfcl è r 
cosi da l’equazione • - 

(28) senx=±l si passa a 1* altra (29) x = — - — * , 



badando di prendere nella (29) il solo segno o il solo segno — , 
secondo che , in corrispondenza , nella ( 28 ) vi è il o il — . 

In simil modo avendosi l' una o l' altra de le due equazioni 

(30) cosx=o, (31) cosx=±l , 

i valori di x che , soddisfaranno queste equazioni , saranno rispettiva- 
mente 

44 ±1 

(32) x = — - — » ; (33) x = 2kn, x=(2fc±l) ff ; 

** 

e queste ultime equivalgono a l'unica 

(34) X—krr. 

Questa formola e la (27) sono le reciproche de le (17), e le (29) 
e (32) sono le reciproche de le (21). 

Tengasi presente che in tutte queste formole il numero intero k 
può esser positivo o negativo. 



-a 
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FORMOLE FONDAMENTALI 

CAPO II. 

FORMOLE TRIGONOMETRICHE FONDAMENTALI. 



ARTICOLO I. 

Forcole che stabiliscono le più semplici relazioni tra le linee triconometrtche.' 

Ai. Dichiarate le definizioni de le linee trigonometriche , c fatti 
conoscere i simboli con cui si è convenuto rappresentarle , passiamo 
ora a trovare le relazioni tra esse esistenti. 

Sia pertanto AM (fiy. 5) un arco qualunque, che si chiami a, e 
s' intenda descritto con un raggio CA=1; fatta la stessa costruzione co- 
me nel n." 24 , avremo il triangolo rettangolo MPC , che , per una ■ 
proprietà conosciuta , dà immediatamente l' eguaglianza : 

mpV cp’= MC," 

la quale con la sostituzione dei simboli trigonometrici , e tenendo pre- 
sente che il raggio MC=1 , diviene : 

(1) sen*a-f-cos*a=l (’), » 

e secondo che si risolve rispetto a sena o a cosa , dà : 

(2) sena=±y/l — cos’a (3) cosa=±yl — sen’a 

Il doppio segno che affetta i radicali in queste formule , viene dal 
perchè uno stesso coseno CP (fiy. 5) corrisponde sempre a due archi 
AM, AM, eguali e di segno contrario, i cui seni son parimente egua- 
li e di segno contrario. Similmente uno stesso seno MP corrisponde 
a due archi AM, AM,, i cui coseni CP, CP, sono parimente eguali e 
di segno contrario. 

4o. 1 triangoli CMP, CTA, avendo l'augolo MCP comune , e l'an- 
golo MPC=TAC, come retti , sono simili , e danno le proporzioni : 

cp : mp: :ca : at . cp : cm : :ca : ct, 

o vero 

cosa ;.sena:;i ; tana, cosa : 1 :;l ; seca; 

C) In vece di scrivere (senai™, scriveremo cosi: lo stesso »’ intenda 

per Co n m a, ec. 
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donde si deduce 

(4) tono— , (5) secu = . 

cosa cosa 

Parimente , poiché i due triangoli CBN , CQM sono simili , si hanno 
le due proporzioni : 

cq : qm: :cb : bn , cq : cm: :cb : cn ; 

o vero , 

sena ; cosa : : 1 : cota , sena : 1 : : 1 ; coseca ; 
donde si deduce 

. cosa 1 

(6) cola= , (7) coscca= . 

sena sena 

46. Coleste prime forinole fondamentali (4), (5), (6), e (7) ci fan 
conoscere quali sieno i segni de le linee trigonometriche (oltre il se- 
no ed il coseno) d'un arco negativo; imperocché abbiamo giii (n.° 3u) 
sen ( — a)= — sena e cos ( — a) = cosa, quindi secondo le dette forinole 
avremo : 



tan ( — a) 



sen( — a) 
cos( — a) 



sena 1 1 

=— tana; scc(— a )= — - = seca 

cosa cosi — al cosa 



cot( — a)= 



cos( — a) 
seu( — a) 



cosa 1 

— cota; cosecf — a)= = — coseca 

sena sen( — a) 



E queste formolo sono benissimo d’ accordo con la figura , come 
ognuno può assicurarsene, tenendo presente che il complemento de l'ar- 
co — a è 90°-+-a (n.° 23). 

Pertanto si può conchiudere che 

Un arco negativo ha positivi il coseno c la secante, ed ha negativi il 
seno, la tangente, la cotangente e la cosecante. Ancora : due arch i egua- 
li e di segno contrario hanno eguali e de lo stesso segno il coseno e 
la secante , e hanno eguali e di segno contrario il seno , la tangente , 
la cotangente e la cosecante. 

47. Con le formolo (1), (4), (o), (6), (7), che rappresentano le più 
semplici relazioni tra le linee trigonometriche d’ un angolo dato , esclu- 
sine il seno verso ed il coseno verso, come d’uso non frequente, data 
che sia una sola de le sei linee seno , coseno , tangente , cotangente , 
secant* , cosecante , possiamo determinare le rimanenti cinque , senza 
over bisogno di ricorrere a figura. Così, supposto dato il seno , le (3), 
(4), (6), (6), (7) determinano le rimanenti linee trigonometriche ; e se 
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inverc fosse dato il coseno, allora bisognerebbe rimpiazzare la (3) cobi 
la (-2). 

45. Poniamo esempio ancora che sia data la tangente d’un arco,' 
e si vogliano le rimanenti linee. Avremo in primo luogo, moltiplican- 
do le (4) e (6), 

(8) tana cota=l , o vero (9) cota= — - — 

tana 



Inoltre elevando a quadrato le (4) e (o) e sottraendo i risanamenti, 1 
avremo dapprima, 



scc*a — tan*a= - 



sen a 



cos a cos a 

e quindi, riduccndo e tenendo presente la (1), troveremo r 
' sec'a — tan*a=l, 

donde 



(10) 



seca = ±V^l-l-tan*a . 



Da questa forinola combinala con la (5), se ne trac 

±1 

(11) cosa= — 

y/ 1 -f-tan'a 

e da la (4) combinata con la (11) se ne deduce 

tana 

(12) sena=± . 

\/ 1+tan‘a 

Finalmente da la (7) combinata con questa (12) se ne trae 



(13) coscca=± . 

tana ; 

Cosi le formole (9), (10), (11), (12), c (13) determineranno le ri- 
manenti linee trigonometriche per mezzo de la data tana. 

49. 11 doppio segno che affetta le formole (10) c (il) nasce dal 
perchè due archi supplementi hanno (n.° 31) eguali tangenti, eguali se- 
canti ed eguali coseni , ma di segno contrario. Or , quando nel radi- 
cale si sostituisce a tana il suo valore , che può esser positivo o ne- 
gativo , tan’a sarà sempre una quantità positiva;- ma, secondo il segno 
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di tana, l'arco a sarà l’uno o I' altro de' due supplementi, quind* 1 di 
conseguenza che dobbiamo avere due valori eguali c contrari per seca, 
e parimente due valori eguali e contrari per cosa. 11 seno poi e la co- 
secante essendo positivi entrambi, sì per l’uno che per l’altro arco sup- 
plemento, allora quando 1' angolo a è acuto, tana è positiva , e perciò 
si riterrà il segno supcriore nelle (12) e (13); c quando a è ottuso, es- 
sendo tana negativa, dovrà ritenersi il segno inferiore. Ma, se inoltre 
si rifletta che due archi eguali e di segno contrario hanno ancora tan- 
genti , cosecanti e seni eguali c di segno contrario (n.° 47) , e che, 
sia positiva o negativa una quantità, il suo quadrato è sempre positi- 
vo; si vedrà pure perchè le formole (12) c (13) dovendosi addire ad 
entrambi questi casi , devono ammettere il doppio segno. 

È di più sottinteso clic , in tutte queste forinole , il radicale si 
suppone avere un sol segno è propriamente il più. 

60. Supponendo data la cotangente, le formole per determinare le 
rimanenti linee, mercè le consuete eliminazioni fatte su le formole fon- 
damentali , si troveranno essere le seguenti : 




(16) 

( 18 ) 



±1 ±cota 

sena= ; (17) cosa= — - : 

V 1+cotV y l+viit'a 



1= - .^y/ l-Kot’a 



Il doppio segno di queste formole , ritenendo , come innanzi , quel- 
lo più pel radicale, si ha per ragioni analoghe a quelle esposte in fi- 
ne del n.° prcc. E si avverta che nelle formole (17) c (18) si riterrà 
sempre il segno superiore sia l’arco a positivo o negativo. 

51 . Si potrebbe egualmente supporre data la secante , o pure la 
cosecante e dedurre da le formole fondamentali, le espressioni de le ri- 
manenti linee in funzione de la prima ; ma senza occuparci di questa 
ricerca facile ad eseguirsi, c che lasciamo a l’esercizio de' giovani, svi- 
lupperemo invece qui appresso poche altre formole che spesso s’ incon- 
trano. 

E dapprima , si ha da le (o) e (7) 



1 1 

= cosa , =v gena, 

seca coseca 



quindi elevando a quadrato , e poi addizionando , col tener presenta 
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la (1) si troverà : 

(19) 




sec’a cosec’a 



Inoltre dinotando con a e ò dne archi diflbrenti, avremo secondo 
la formo la (l) : 

(20) sen*a-f-cos’a=l , sen*ò-|-cos*6=l, 
e perciò 

1 1 — cos*a — -cos*6=l— (1 — sen’a) — (1 — sen’ò) 
l = — (1 — sen’a — sen’ò) 

(21) J =sen’ò — cos'*a=sen’a — eos’ò 

l =sen“a(seii , 6-K , os a fc) — cos’ò (se n’a-f-co s’a) 

1 =sen*a sen’ò— cos’a cos’ò. 



Sottraendo le (20) avremo : 

/ sen’a — scn*ò=cos*ò — cos’a 

(22) < c=cos*6(sen’a-)-cos*a) — cos’a (se n’ò-f-cos’ò ) 

( =sen*a cos’ò— sen’ò cos’a. 

52. In tutte le formolo precedenti, se le linee trigonometriche si 
considerano come altrettante rette , manca l’omogeneità, perchè il rag- 
gio si è fatto eguale ad 1; e volendo che l’omogeneità sia ristabilita, 
basterà, come altrove si è mostrato (n.° 13), supporre il raggio rappresen- 
tato da una lettera qualunque R, per esempio , c sostituire ai simboli 
elementari che entrano nelle dette formolo, gli stessi simboli divisi per 
R. È così che la (1), diviene: 



C23) 



scn’a cos’a , . 

— — 1 , o meglio scn a-Kos a=Zit , 



fi’ 



R % 



ed è ora omogenea. Operando a lo stesso modo su le formole (2), (3), 
(i), (5), (♦»), esse diverranno omogenee, e saranno rappresentate rispet- 
tivamente da 



(24) sena— ±\/ R* — cos’a; (2o) cosa=±v//<’ — sen’a; 

flsena R* Jfcosa 

(26) tana= — ; (27) seca = ; (28) cota=- 



cosa 



cosa 



sena 



(29) 






coseca= 



sena 



Egualmente si potrebbero ridurre tutte le altre, 
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Or, le forinole (1), (4), (5), (6), (7) o le (23), (26), (27), (28), (29) 
essendo d'un uso frequentissimo ne’ calcoli trigonometrici, gioverà a- 
verle tradotte in linguaggio ordinario. Quindi, supponendo il raggio co- 
me unità de le linee trigonometriche , è seguendo le prime di dette 
formolo si avrà che 

La somma del quadrato del seno e del quadrato del coseno è u- 
guale ad uno ; 

La tangente è uguale al seno diviso pel coseno ; 

La secante è aguale ad uno diviso pel coseno ; 

La cotangente è uguale al coseno diviso pel seno; 

La cosecante è uguale ad uno diviso pel seno. 

Che se non si supponga più esser il raggio 1’ unità de le linee tri- 
gonometriche , sarà invece , secondo le formolo in questo numero : 

La somma del quadrato del seno e del quadrato del coseno egua- 
le al quadrato del raggio ; 

La tangente eguale al raggio moltiplicato pel seno e diviso pel coseno ; 

La secante eguale al quadralo del raggio diviso pel coseno ; 

La cotangente eguale al raggio moltiplicato pel coseno e diviso 
pel seno ; 

La cosecante eguale al quadralo del raggio diviso pel seno. 

53. In fine è da notare , come le dette formolo , abhenchè de- 
dotte da la considerazione d’ un arco minore del quadrante , non ces- 
sano di esser vere , nell' ipotesi d’ un arco di qualsivoglia grandezza, 
E per fermo , qualunque sia 1’ arco , le sue linee trigonometriche for- 
mano sempre dei triangoli rettangoli e simili , i quali conducono in 
tutti i casi a le proporzioni e a le forinole de’ numeri 4-5 e 46, non 
considerando però nelle linee , se non che i loro valori numerici. Ed 
in quanto ni segni poi , dipendenti da la posizione relativa di esse, lo 
stesse formole si accordano a dare de’ risultamenti identici a quelli che 
si convengono a la posizione indicata da la figura, come facilmente può 
verificarsi. Cosi ò vidente che la forinola (1) , ove non si trovano che 
i quadrati del seno e del coseno, non cesserà di sussistere anche quando 
queste linee fossero negative. In ordine poi a le altre quattro formole 
fondamentali (4 , 5 , 6 , 7) , ricordandosi i segni convenienti al seno 
e al coseno d’ un arco qualunque , come precedentemente si è spiega- 
to , si trova che da 0° a 90° , ove queste linee son positive , le det- 
te formole danno valori positivi per le quattro linee tangente , secan- 
te , cotangente , e cosecante. Da 90° a 180° , essendo il seno positivo 
C il coseno negativo , le (4) , (5) , (6) , danno valori negativi per la 
tangente , la' cotangente e la secante ; e la (7) dà valori positivi per 
la cosecante. Da 180° a 270° , essendo il seno ed il coseno tutti 
e due negativi , la (4) e la (6) dan valori positivi per la tangente e 
per la cotangente , laddove che le (a) e (7) dan valori negativi per la 
secante e la cosecante. In fine da 270° a 360° , essendo il seno ne- 
gativo e il coseno positivo , le (4) , (6) , (7) dan valori negativi per 
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la tangente , la eotangente e la cosecante , mentre la (5) dà valori po- 
sitivi per la secante. Or, tutti questi risultamcnti, dati da le foimolc, 
si accordano benissimo, quanto ai segni , con la posizione relativa de 
le linee trigonometriche da esse rappresentate , come si vede da la 
stessa figura 5. 

Quando si passa ad un arco maggiore de la circonferenza , e in- 
dicato da 360"-K« , tornando il seno ed il coseno ad aver gli stessi 
valori e segni del seno e del coseno de f arco a , anche le forinole 
(4) , (3), (6) , (7) danno i medesimi risultamcnti per f arco 360°-f-a , 
come per l’ arco a. Or , dietro l' ispezione de la figura , vedesi chia- 
ramente come ciò avvenga col fatto. 

Anche in ordine a gli archi multipli del quadrante trovansi le dette 
forinole d‘ accordo con la figura. In efTetti osservando che scn0°=0, 
cosO"=l, sen90°=l, cos90°=0, senl80°=0, cosi 80“== — 1, sen270°« 
— 1, cos270°=*0, sen360°=0, cos.3fi0"=l, ec., si trova che le forino- 
le (4), (5), (6), (7) danno tan0"=0, secO°=l, colO”=oc, cosecO°=oo; 
tan90 n =oo, sec90°= x , cot90°=0 , cosec90°=0 , ec. , c questi va- 
lori sono sempre conformi a quelli che si deducono direttamente da la 
figura. In queste ultime formole bisogna tener presente ciò che si di- 
‘ ce in Algebra (’) intorno al limite ao , cioè che secondo che si riguar- 
da come limite de le quantità positive crescenti o de le negative de- 
crescenti, dee esser afTetto dal segno -f- o dal segno — . 

5i. Dopo tutto ciò possiamo , relativamente a le altre quattro li- 
nee trigonometriche lan , col, sec , cosce, stabilire le formole che qui 
seguono, e che si deducono da le formole fondamentali 4), (3), (6) , 
(7), combinate con le (16,36), (19 e 20,40), (17,38) e (21,41). 



(30) tan(fcfca)=±tana; (31) cot(ATCta)=zfccota; 

(32) sec(AiE±a)=( — 1)* seca; (33) coscc(At:-|-«)=( — l/‘ coseca 

(34) coscc(At — a)=( — l)* +I coseca; 



(33) 


tan^ ^-i:iha^=±tana 


(36) 


t‘U‘l 


^|-i:±:a^=q=cota; 


(37) 


cot^ 5-idta^=±cota 


(38) 


coti 


^ 5-ic±a^=qztana 


(39) sec| 


^ j ~±a^=( — 1 ) T seca 


(W) 


ser^ 


A- , \ A-i 

g irta )=( — 1 |T coseca 



/ A \ k /A \ *-t 

(41) cosecl )— ( — 1) * coscc a, (42) cosecl * — a 1)1 seca 

(43) cosecl -j- iz±za\=( — l)Tseca, (44) tante=0, (4SI cotto — 



(•) D' Axdrea Elementi <f Mgebra\ a.’ 1 
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(46) secÀn^rh *; (47) cosecfo=0; 

(48) tan(4fctl)-^=±oe; ^49) sec(4fc±l) — =4-00; 

(50) cot(44-hl)-^=0; (51) cosec(4fcrbl )^ =±1 ; 

badando di ritenere nelle formolo (45) c (46) il sogno superiore se k 
è pari , e l' inferiore se k è impari. Di più nelle (35, 37, 39, 41 e 
42) k è pari , e nelle (36, 38, 40 e 43) k f; impari. 

Da ultimo se sia data una de le equazioni : 

(52) tan x=±p , cota^=±y 
sarà : 

(53) x = kx.-\-a, 

essendo a il più piccolo arco compreso fra 0° e 180°, che ha per tan- 
gente -f-p o — p, 0 per cotangente -f -q o — q. 

E se abbiasi 

(54) sec<r=dta, o pure cosec:r=±f, 
sarà : 

(55) x=kn-\-a, 0 pure x=2Ant-f-a ; 

tenendo presente che nella prima di queste formolo I* arco a, che ha 
per secante — s o 4-s , è compreso fra ■ — 90° e —§—90° , e vale il se- 
gno superiore se k è pari , l’ inferiore se è impari ; nella seconda poi 
ì‘ arco a è compreso fra 0° e 180° ed ha per cosecante -H 0 — t. 

55. Dinotando con x un arco e con y la corrispondente tangente, 
arà (4) : 

senx 

(a) tana; = = y; 

cosx 

quindi avremo da una parte (n.° 24) : 

a; = arctany, 

e da l’altra, ricordandosi che cosV=l — sen*x, si ha: 

sen*# sen\r 

= = !/. 

cos*.r 1 — sen’r 

donde si trae 

V y 

sena; = — . cc=arcsen — - — ; 

y/iT7 v^-+V 
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dunque : 
(56) 



y 

arctany=arcsen — == — 

vW 



Da la stessa formola (a) e tenendo presente che sen\r=l — cos’x, 
si trae parimenti : 



(57) 



arctany=arccos 



V^+y* 



Trasformazioni analoghe si posson fare su le altre formole (5) { 
(6) e (7) e si troverà : 



(58) 

(59) 



i y 

arccoty == arcsen = arccos- 



s/i-by" vA-Hf 



•>xs*T 



i vV— i 

arcsccy = arccos — = arcsen ; 

V y 



(60) 



i 

asccosecy= arcsen — =arccos — . 

y y 



E similmente in virtù de la formola (2), chiamando y il seno di 
un arco x si ha : 



senx=\/l— cos’x=y. 



donde si trae 



: 



(61) arcseny=arccos\/ 1 — y\ 

e poiché (n.° 25) 

c= 1 — cosx= 1 — Sj 1 — y* 



senvx: 






sarà pure : 
(62) 



arcseny 



=arcsenv [1— y/ 1 y’J ; i. 



,A>iLp - OZV~’ WlAfi-'.i — 






tv* 

<3 



1 






Ae. 
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ARTICOLO II. 



FoRUOLE DEL SENO E DEL COSENO d’ UN Anco SOMMA O DIFFERENZA DI DUE AnCBI 
DATI , IN FUNZIONE DEI SENI E COSENI DI QUESTI ARCHI MEDESIMI , O SIA ADDIZIONE 
E SOTTRAZIONE DE OLI ARCHI PER MEZZO DE’ LORO SENI E COSENI. 



56. Sieno AM=a ed MN=6 (fig. 1) due archi qualunque presi 
sul quadrante AB, che ha per centro C, e per raggio CA=1. Si tagli 
MN'=MN; si congiunga il raggio CM c la corda NN', la quale reste- 
rà divisa dal raggio CM per metà in F; indi sul raggio CA si abbas- 
sino le perpendicolari NQ, I H, MP, N'Q'; ed in fine pel punti F,N' si 
menino le FG, NT parallele ad AC. Da questa costruzione risulta evi- 
dente che i quadrilateri N'IHQ', ed FGIIQ sono rettangoli, e che i trian- 
goli N'FI, FNG sono eguali; perchè FN— FN, l’angolo N'Fl=FNG, 
e l’angolo FN'I=NFG, in virtù de le parallele FG, NT; dunque Q'H= 
N'I=FG=QH, 1F=GN, N'Q'=1H, FH— GQ. Inoltre (n.° 24) MP= 
sena, CP=cosa, NF=sen6, CF=cos6; 



( NQ =sen(<H-ò)=GQ+-GN=FH-(-GN, 

, . ) CQ =ros(rt-Hù=CH — HQ=CH — FG , 

* ' ) N'Q'=sen(a — 6)=1II =FH — I F=FH — GN. 

V CQ' =cos(a — 6)=CH-t-HQ'=CH-t-FG. 

Posto ciò , i triangoli CMP, CFH, essendo evidentemente simili, 
’rchè MP è parallela ad FH; non che gli altri due CMP, GFN. perchè 
inno i lati rispettivamente perpendicolari, si avranno le proporzioni : 



cm : mp: :cf : i h— 
cm : cp : : cf : ch= 
cm : mp::fn : fg= 



MPXCF 

CM 

CPXCF 

CM 

MPXFN 

CM 



■ ==sena cosò; 
■=cosa cosò; 
•=sena senft; 



cm : cp ; : i n : gn= 



fnxcp 



CM 



=senè cosa. 



Sostituendo quindi nelle eguaglianze (a) in luogo di FH, CH. FG. 
GN i precedenti valori , si avranno le forinole cercate così espresse : 



(1) scn(a-f-6)=scn« cosM-senà cosa, 

(2) cos(a-+-òj=cosa cosi — sena seni», 

(3) sen(a — ò)=sena cosò — senà cosa, 

(V cqs(« — W— cosa cosH-scna senè; 
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le quali possono scriversi più compendiosamente così : 

san(a±ò]=sciiacosò±scnòcosa; 
cos(a±ò)=cosacosòq3ena seni», 

’57. Nel trovare queste formole si è supposto nella Figura , esser 
la somma de gli archi a c 6 minore di 90°, e l’arco a>6; ciò non per- 
tanto si può dimostrare che esse valgono sempre , quali che si fossero 
i valori ed i segni di questi archi. 

E dapprima si osservi clic , nel caso in cui fosse n<T>, cambiando 
nelle formole (3) e (4) a in b e b in a , si avrebbe , in virtù di que- 
ste medesime formole , legittimamente 

sen(ò — a)=senò cosa — sena cosò= — (sena cosò — senò cosa) , 

cos(6 — a)=cosa cosò-+-sena senò; 

ma nello stessa ipotesi, essendo (6 — a) un arco positivo si ha (15,33}: 
sen(6 — a)= — sen(a — òj , cos(ò — a)=cos(a — 6) , 
quindi sarà pure : 

sen 'a — 6)=sena cosò — senò cosa, 
cosfa — ò)==cosa cosò-+~sena senò; 

e però le formole (3) e (4) liuti luogo ancora quando a<6. Inoltre 
le (1) e (2) non essendo punto alterate per la supposizione di a<(ò, 
ne segue che tutte e quattro le. formole trovale hall luogo quali che 
si fossero n e 6 , purché perù la somma di questi archi sia minore di 
un quadrante ; laonde ciascuno di essi può considerarsi compreso tra 
0" e 4i»°. Dippiù ess-ndo che le formole (3) e (4) possono ottenersi 
da le (1) e (2) cambiando ò in — ò, convien conchiudere che in queste 
ultime si può supporre l’arco a compreso tra 0" e 43", e ò tra — io® 
e +43°, ed esser vere ancora. Dopo ciò può dimostrarsi che anche a 
si può estendere tra i medesimi limiti — 15°, -1-45" nelle dette formo- 
le (1) c (2). 

In effetti sia a, un arco minore di 45°, c facciasi a— — a„ sara pure: 

sen(<M-6,= senf — a,-t-ò)= — sen;a, — b). 
cos(a-f-6J=cos{ — «,-f-ò }=cos(a , — ò ) ; 

ma quando a 1 <4o°, e ò è compreso tra i limiti — i5° e +45°, per 
ciò che si è dimostrato , si ha esattamente : 

sen (a l — ò ; =sena, cosò — senò cosa, 

cos (a, — ò)=cosa, cosò-l-seiia, senò, 

f poiché, per essere a= — a,, si ha sena,=sen(— a}=— sena , cos a,=s 
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cos ( — a)—-x\s.<u, quindi sostituendo si avranno finalmente di nuovo le 
formolo (1) e (2) 

scn(a+6)=sena cosò+senò cosa, 
cos a+ò;=cosa cosi — sena seni, 

essendo ora ciascuno de gli archi u, e 6 compreso tra i limiti — 15® 
+45°. 

Ma è fucile provare come i limiti si positivi che /legativi di a e 
di 6 si possano indefinitamente estendere. E per fermo , ponendo 
a=90°+à,, essendo a, compreso tra — i3° e -+-45“, ed osservando che 
per le formolo 18,39) si ha: 

sen i 90°+a,+ò}=cos)a,+6), cos^90 n +a,+ò)= — sen(a,-|-6) , 
s' avrà : 

sen(a-|-6)=cos'a 1 -i-6,'=cosa 1 cos6 — sena,scn6 
cos(o-+-6 }= — sen(a,+è y = — se Micosi — rosa, seni; 

ma , essendo a=90"+fl,, si ha (18,39) : 

sena=sen(90°+a,)=cosa,, cosa=cos(90°+a,}= — sena,, 

dunque i precedenti valori di sen(a+ò) c cos(a-t-6) diverranno : 

sen(a+6]=sena cos6-l-sen6 cosa, 
cos «+6,=cosa cosò— sena senò; 

e casi abbiamo novellamente le formole (1) e (2), ove però 1’ arco a 
piò estendersi fino a 135"; poiché, essendo a, compreso tra — 15° e 45°, 
90°+a,, o vero a sarà compreso tra +45 c +135°: il limite dunque di 
a, che da principio non si «stendevo che sino a 45°, si estende ora 
sino a 135°, vale a dire si é accresciuto di 90°. Ripetendo lo stesso 
ragionamento si potrà questo limite aumentarlo successivamente di 90°, 
sino a l'infinito. A lo stesso modo può dimostrarsi ancona che il limite 
di 6 può estendersi indefinitamente al di là del limile primitivo +45 ’, 
nè solo nelle formole (1) e (2), ma anche nelle (3) c (4); e come que- 
ste si deducono da le prime, cambiando, come più sopra si è avvertito 
+6 in — 6, ne segue che il limite di b nelle formole (1) e (2) può e- 
stendersi anche indefinitamente nel senso negativo. Si può parimente 
dimostrare che il limile di a può estendersi a lo stesso modo, cioè nel 
senso negativo, facendo ragionamenti analoghi a quelli fatti per provare 
che essendo +43° un limite di a, — 45° poteva esserne un altro. 

Pertanto le formole (1) e (2), e con esse le (3) e (4) han luogo 
sempre, qualunque valore e segno avessero gli archi a e 6. 

58. Se nelle stesse si ponga ò+c in luogo di b si avrà : 
sen (a+6+c)=se na cos(6+c) +sen (6+ e )cosa 
cos(a+64-c)=CQS« cos(6+e) — sena sen(6+e); 
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e sviluppando per mezzo de le (1) e (2; fé espressioni sei) (b+c) 
cos (6-f-c), e sostituendo nelle precedenti eguaglianze, si troverà : 

1 sen(a-(-à-Hr) ==sena cosò cose — sena seni sene 
-f-cosa se nò cosc+senc cosa cosà, 
cos(a-HH-c) ==cosa rosé cose — cosa senò sene 
— sena senò cose — sena cosò sene. 

Queste formolo, come si vede, danno il seno ed il coseno d on arco 
, lre f ard " dal ' • ,n funzione dei seni e de’ coseni di questi 
ultimi. A lo stesso modo ancora possono aversi il seno cd il coseno 
ti un arco somma di quatlro , di cinque , ec. archi dati , in funzione 
de seni e coseni di questi ultimi. 

Inoltre ponendo nelle (i), (2), (3) c in luogo di a, e 

a in luogo di 6, e tenendo presenti le (21,41) si troverà : 

( Mcfct \ 

— — ic±a )=±cosa 
2 / 



( 6 ) 



seu^- 



Afctl , \ 

— - - — ir±a l=:psena 



o9. Le formole (1) e (2), possono essere racchiuse in una sola 
equazione , di quelle che il sig. Calciiv chiama immaginarie <*). In ef- 
fetti supponendo essere a e 6 due archi reali , e moltipiitando tra lo- 
ro le due espressioni immaginarie •** 



(7; 



cosa-|- y/ — 1 sena, cosò-j-y/ — 1 sonò. 



secondo le regole de la moltiplicazione algebrica , e considerando v/— 1 
come uno quantità reale, il cui quadrato è —1 , s'avrà : 

(cosa HC'l sena) (cosò-q-y/ — 1 sen6 ; = 

cosa cosò — sena senft-q-y/ — l (sena cosò-)-scnò cosa); 
e quindi riducendo per mezzo de le accennate formole (1), (2), s' avrà: 



FfltK 

. i • 



( 8 ) 



,(coso-f-y / — 1 sena) (cosò-hV — 1 seni) 
=cos(a-H>)-f-y/ — 1 seu(a-i-ò). 



(*) Caichv— Cours d'analyse— l re parlie ; chap. Vili pag. 176. 



:iAJiAaì i 

,4 .3 9 

Li 
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È questa 1‘ equazione immaginaria , la quale racchiude le ripetute 
formole (1) e (2), e le dà sviluppando il primo membro, ed eguaglian- 
do, come si sa, la parte reale a cos(a-t-à', c quella moltiplicata per 

a sen Essa ci fa dippiii conoscere clic volendo moltipli- 

care tra loro due espressioni immaginarie de la forma (I), basta addi- 
zionare gli archi a e b. Anzi si può, in generale dimostrare che, essen- 
do a, b, c, ec., differenti archi reali, per moltiplicare tra loro le espres- 
sioni immaginarie 



cosa-j-y/-— 1 sena, cosò-f-y/ — 1 sen 6, cose -tV-i sene, ec., 

basterò addizionare gli archi a, b, c, ec. 

In effetti si ha dapprima , come si è dimostrato , 



(cosa-f-y/ — 1 sena) (cosò-f-y/ — 1 senb)= cos(«— I— 1 sen(a+6); 



indi 



(cosa 4- y/ — 1 sena) (cosò-f-y/ — 1 seni») (cosc+y/— 1 sene) 



=[cos(a— t— &)— I— V — 1 scn(a+6)l (cosc-t-y/ — 1 sene) 

=cos(a-HH-rl-t~y/ — 1 sen(a-HH-c). 



Continuando a lo slesso modo ad introdurre un fattore per volta, 
e riducendo ciascun prodotto per mezzo de - precedenti , si arriverà a 
stabilire la forinola generale 



( 9 ) 



( (cosa-4— y/ — 1 sena) (cosò4~y/ — 1 sonò) (cosc-+-y/ — 1 sene)... 
=cos(a | - b |-c-t-...)+y/ — 1 sen(a |ò |-c-K..). 



Per mezzo di questa equazione immaginaria sarà facile ottenere il 
seno ed il coseno d' un arco somma di più archi dati , osservando che 
la detta equazione, come la (7), si scinde in due (*). Così, dopo aver 
effettuato il prodotto indicato nel primo membro, per un determitato 
sumero di fattori, si avrà una parte reale che bisognerà eguagliare a 
cos (a-MH-c-f-...), ed un’altra parte, moltiplicata pel simbolo imma- 
ginario vU' la quale si dovrà eguagliare a sen (a-f-6— 1— |— ). Ef- 

fettuando quest'operazione per tre fattori , corrispondenti ai tre archi 
a, b, c, si ricadrà su la (oj. 



C) D’ Ajuuiea — Elementi (f Algebra ; n.* 200. 
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Se nella (7) si ponga fc= — a . si troverà ; 

(10) (cos a -+-\/ — 1 sena) (cosa — \/ — 1 sena)=i. 



*7 



ARTICOLO III. 

Se.NI E COSENI n.F GU ABCIll MCI.TIPM T. St'VMl'I.TIPI.1 . O VEDO Mnr.TIPUCJZIOKB E 
DI riSlOS E I1K GLI ARCHI ftll MEZZO DE' LORO SENI E COSENI. 



60. Nella forinole (1) c (2) (n.° 56) cioè : 

(1) sen(a-f-6)=s sena eosfr-f-senè rosa, 

(2) cos(a-+Aj=cosa cosà— sena seri ò, 

facendo b=a , se ne cavano subilo le altre due : 

(3) sen2a=2sena cosa, li) cos2n=cos’a — scn*a, 

le quali danno il seno ed il coseno d' arco doppio d' un altro arco da- 
to , per mezzo del seno e del coseno di quest' ultimo. 

Similmente, ponendo b=2a nelle dette (1) c (2), se ne traggono 
le due seguenti formolo : 

(3) son3a=sena cos2a-|-sen2a cosa, 

(6) cos3a=cosa cos2a — sena sen2a, 

relative al seno e al coseno de l'arco triplo. Continuando, a lo stesso 
modo, ,i porre successivamente è=3a, 6==4a, ec. nelle (1) e (2), si 
otterranno quelle relative al seno e al coseno d' un arco quadruplo, 
quintuplo, ec. 

È da notare che le (5) c (6), dipendenti da sen2a e cos2a, si posson 
far dipendere immediatamente da sena e cosa , eliminando da esse e 
per mezzo de le (3) c (!) sen2a e cos2a ; il che fatto si otterrà : 

CO sen3a==3sena cos*a — sen'a, 

(8) cos3a=cos’a — 3sen*a cosa. 

Lo stesso andamento potrà tenersi ancora per le forinole che si 
ricaverai no , come sopra è detto , per sen4a, cosia, senoa, co sua, ec., 
per farle dipendere immediatamente da sena e cosa. 

In fine da le forinole (4), (7) e (8) potrà eliminarsene una de le 
due linee seno o coseno, e farle cosi dipendere soltanto da l'altra. Si 
ottiene ciò in virtù de l’equazione fi , io), la quale dà : i 

sen’a=l — cos’a, cos*a=l — sen’a. 
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e quindi sostituendo nella ( 4 ) a sen*a, o a ros'a questi valori equiva- 
lenti si otterrà : 

(9) cos2a=2cos*a— 1=1 — 2sen'a 

Eliminando similmente cos *a da la {"!), e sen*a da la f8) si otterrà ; 

(10) sen3o=3sena — 4sen’a; (11) cos3a=4cos*a — 3cos«. 

*61. Volendo formole generali per la moltiplicazione de gli archi, 
possiamo averle, facendo nella (9,59) 

a=6=c= x, 

e supponendo che questi archi sieno m di numero : cosi si avrà subito 
]' altra osservabilissima formola dovuta a Moivke , cioè : 

(12) (cosaH-y/ — 1 senx) = cosmx-i-\/ — 1 semnx, 

la qtiale, se si cambi x in — x, c si tengono presenti le formole (15, 
35) darà I' altra : 

(13) (coso? — \f — 1 senx) =cosmx — \J — 1 se n nix. 

Ora, essendo ni un numero intero c positivo, si potrà il primo 
membro de l'una o de l'altra di queste formole sviluppare con la formola 
del binomio di Newton, c si otterrà, come si sa, una somma di ter- 
mini tutti reali ed un'altra di termini anche reali, moltiplicata pel sim- 
bolo immaginario \/ — 1 ; allora dunque eguagliando la prima somma 
a cosmx , e la seconda a senmx si otterrà : 



m 

cosmx=eos x- 



m (m — 1) m -* 

-cos x sen x 



( 14 ), 



(15) < 



1 .2 



m (m — 1) (m — 2) (m — 3) m-* 

-I — — . cos x sen*x — ec. 



1 . 2 . 3. 4 

m- 1 m (m — 1) (tu — 2) "»-* , 

senmx=m cos x senx - cos x sen x 

1.2.3 

m ! :» !r l )jm-2 )J m-3) ^ ) co ^ j *„•*- ec. 

1 . 2 . 3 . 4. 5 



Queste formole date per la prima volta da Giacomo BraNorin' . 
.senza dimostrazione , negli Alti di Leipzig del 1701 (*), danno le espre* - 



(■) I.ìcrascz — Lecons sur le caletti des fondions — Lef- IO. 
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sioni del seno e del coseno d’ un areo multiplo in funzione del seno e 
del coseno de V arco semplice. 

*62. Non sarà fuori proposito il dare qui appresso talune trasfor- 
mazioni principali de le precedenti formolo (14) e (la),- come quelle 
che si presentano in molte quistioni di calcolo sublime. E però , te- 
nendo presente l’ equazione 

cos*x-+-sen*Jf=l, 

potremo (’) per mezzo di essa eliminare da le predette (li), (15) tutte 
le potenze pari di cos\r , distinguendo però il caso di m pari da quel- 
lo di m impari. Nel primo caso si avrà : 



cos mx =(1 — senVr) 



r m ( m — l ) 



1.2 

m (m — 1) (m — 2) (m — 3) 
1 . 2 . 3. 4 



m-a 

(1 — sen’j") ~ sen*J5 
(1 — sen*.r) * sen‘x — ce. 



*enmjr=cosa;rm(l— sen’-c) . scnx— ’H-!!' 1 senV)“ e ii\r+l, 

1 . 2 . 3 

e nel caso di m impari , sarà : 

m(m — 1) M ~* 

cosmx=cosj"[(l — senV) * — — (1 — scn*x) » senVr 

m(m— 1) (m — 2) (»n — 3) 



1 . 2 . 3 . 4 



-(1 — sen*x) ■ sciite — cc.J 



senmx 



m .. , — w(m — l)(m — 2) m ~‘ 

= — (1 — sonar; * senx — — — -(1 — sena:) » senr-f-e 



1 . 2.3 



Sviluppando ora le potenze accennate ne’ secondi membri , per 
mezzo de la forinola del binomio , e quindi ordinando secondo le po- 
tenze intere ed ascendenti dì sena?, si troverà , quando m è pari : 



, cosmjr— 1 — — 



m/m — 1 



(16) 



TV 



l\ , 

■ — » sen\c 



m (m — 2)/ (m — 1) (m— 3) m— 1 3 3 1 \ 

*■ —rr \ — ^74 — + — • a + r • r )»■*-“• *■ 

(*) Cacchi — Court d’tumlyn — * l r * partic ; chap. VII; pag. 230. 
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sso 

IH) 



trigokòhktru 



f m m(m — 2 /m — 1 3 \ t 

senmx=cosx| - senx __ — H - J sen x 

m(m — 2 )(m — 4)/(m — 1) (m — 3) m — 1 5 5 3\ , 1 

^ 1.3.5 \ 2.4 2^2 4 J J 



e quando vi è impari .* 
(cosmx=cosx| 



f i» — 1 / m 1 , 

1 '2 SCnV 



(18) 

(m-1) (m-3) / n,(m-2 ) m .331 \ 1 

' 1.3 \ 2.4 2 2 ^ 2 4/ J 



senmx= 



(19) 



m vi (m — l)/m — 2 3\ , 

■= — senx — ( 1- — 1 sen a 

1 1 . 3 \ 2 2 / 

m (in — 1) (in — 3)/(m — 2) (m — 4) m — 2 0 5 3 



1.3.5 



K 



2.4 2 

Or , in virtù de la formola seguente (') : 

(x+y) (x+y — 2) (x+y— 2«+2) 



0 5 3\ , 

2 2"' 4 / 5en 



x— ec. 



2.4.6 2» 

x(x — 2)....(x — 2«+2) i x (x — 2)....(x — 2n+4) y 
2.4.6.... 2/i 1 2.4. 6.i.(2n — 2) 2 



ec. 



x y (y— 2) . . . (y— 2n+4) 
2* 2 .4.6 . . .(2n — 2) 



y (y— 2). . .fy— 2n+2) 
2 . 4 . 6 . . . 2n 



quei fattori de’ coefficienti de le potenze di sen x, i quali son compo- 
sti da una somma di frazioni , possono essere rimpiazzati ciascuno da 
una frazione unica; e cosi, quando m è pari, avremo : 



( 20 ) 



(m+2)m.m(m — 2) 
1 .2.3.4 
(m+4) (m+2) in . m (m — 2) (m — 4) 



/ m m 

1 cosmx=l — — senx 



sen*x 



1 . 2 . 3 . 4 . 5. 6 

\ 

(*) Cacchi — Opera citate, — Chap IV ; p«g. 101,' 



sen'x — ec< 
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f 



( 21 ) 



m 

senmx=cosx| — sena" — 



[; 



(m-f-2) m (m — 2) 



1.2.3 

(m-|-4) (w+2) m (m — 2) (ni — 4) 

1 .2. 3. 4.5 



sen x 



sen x — ec. 



e quando m è impari s’ avrò : 



. cosmx=cosx 



(22) 



(23) 



[ 



. (m+l)(m— 1) 

1 sen x 

1.2 

(m-(-3) (m+1) (m — 1) (m — 3) 

1 . 2 . 3. 4 

(m-M) tn (m — 1) 



m 

senmx = — sena: 

1 



scn*x — ec. 



sen x 



1= 



1.2.3 

(m+3) (m-|-l) m (m — 1 ) (m — 3) 

— — sen x — ec. 

1 .2.3.4. 5 



'63. Queste formolc, come si vede, danno gli sviluppi in serie 
di cosmx e sen nix, ordinate secondo le potenze ascendenti di senx, 
o pure in una serie di questo genere moltiplicata per cosx. Ma pos- 
siamo averne anche de le altre ordinate secondo le potenze ascenden- 
ti di cosx, o pure in serie de lo stesso genere moltiplicate per senx. 

Ad ottenere ciò basterà ne le formole (20), (21), ^22), (23) porre 

— x in luogo di x (essendo n la semicirconferenza il cui raggio ò 1), 
ed osservare che, quando m ò numero pari, si ha (19,40): 



cos 



sen 



(f— 

irr ~' ”“)=(-'> 

e quando m è impari (20,40) : 

c.°s(~— iwj =(— 1) 



» cosmx. 



T “H 



senmx; 



m-i 

» senmx, 






W-I 



t) 



cosmx. 
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Con tali avvertenze si troverà per valori pari di m t 



/ m 

( — 1 ) rcosmx 



(24) 



m.m , (m-f- 2 ) m.m (m — 2 ) 

=1 cos’x -+- )——!■ -i- W* 

1.2 1 . 2 . 3. 4 

(m-f-4) (m-f- 2 ) m.m ( m — 2 ) (m — 4) 



1 . 2 . 3 . 4 . 5. 6 



cos’x-f-ec. ; 



(25) 



( . ., 7+1 f m (mf- 2 ) m (m—2j 

) Li 12.3 

,'x — ec. 



(m-f-4) (m-f-2) m (m — 2) (m — 4) 



1 .2 . 3. 4. 5 



è per valori impari di m : 



(26) 



( — 1) “ scnmx=seriJrl 1 



[ 



(«H-l) (m— 1) 



1.2 

(m-f-3) (m-Hl ) (m — 1 ) (m — 3) 
1.2.374 



COS X 



cos 4 * — ec. 



( 27 ). 



, ' m (m-l- 1 ) m (m — 1 ) 

i — 1) * cosmx= — •cosi — — -cosi 

1 1 . 2.3 



(m-f-3) (m-f l)m(m — 1) (m — 3) 
1 .2. 3. 4.5 



cos i — ec. 



Facendo nelle forinole (20), (21), (24) e (25) successivamente m==2, 
mssA, m= 6 , ec. , avremo particolarmente : 

cos 2 x=l — 2 sen’x, 
cos4x=l — 8 sen*.r -|-8 sen 4 x, 
cos6x=l — 18 sen'x-f-48 sen 4 x — 32 sen’x, 
ec 

sen 2 x =2 cosi senx, 
sen 4a= cosx(4senx — 8 scn'x), 
sen 6 x= cosx(6senx — 32 sen‘xf-32 sen'x), 
ec 

— cos 2 x=t — 2 cos’x, 

cos4x=l — 8 cos'xf -8 cos 4 x, 

— cos6x=l — 18 cos’x-f-48 cos 4 x=32 cos’ai, 
ec. ..... . 
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1 sen2*=2 sena; coso: 

— senlx= senx(4cosx — 8 cos’a;) 
sen6xs=senx(6cosx — 32 cos’x-f-32 cos’x) 



Similmente ponendo nelle altre quattro formule (22), (23), (26), (27j 
m=l, m=3, «1=5, ec„ si troverà : 



(32) 



cosx= cosx, 

cos3x= cosxfl — 1 sen'x) 
cos5®= cosx(l — 12 sen'x- 4-16 sen'x) 
ec . . 



(33) 



senx= senx, 
sen3x=3 senx — 4 sen’x, 
sen5.t=5 sen.r — 20 sen’x-p-16 sen’x. 
ec . 



Ì senx= senx, 

— sen3x= senx(l — 4 cos’x) 

senox= senx(l — 12 cos‘x+16 cos’x). 



(33) 



( cosx= cosx, 

— cos3x=3 cosx — 4 cos’x, 

Ì cos5x=5 cosx — 20 cos’x-(-16 cos’x 
ec. ..... . 



Lagrange (*) fu quegli che fece conoscere essere stato Viète fi 
primo ad indicare la legge de’ termini e de* coefficienti de le formolo 
(20), (21), senza però svilupparle, ma presentando solo le tavole (28)» 
(34), e considerando le corde in luogo de’ seni. 

64. Da le (9) si ha : 

2cos , o=l-f-cos2a > 

e quindi si trae ; 

cosa =±-| y' 2-f-2 cos2a; 



e ponendo a in luogo di 2a, e perciò a in luogo di a, si otterrà 
in fine: 



(36) cos - a^ct-i y / 2-+-2 cosa. 

2 A 

1') hACRANfii — Icfonj ìw li calcul de/ fmctios. Le^on X* 
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Similmente da le stesse (9; si ha : 

1 — 2scn*a=cos2a , 

p da questa , cou procedimento analogo al precedente , si deduce : 

(37) scn-^ a=±-^ — 2cosa. 

Le formole (36) e (37) servono a calcolare il seno ed il coseno 
d' un arco metà d' un altr’arco , quando sia dato il coseno di quest'ul- 
timo ; c il doppio segno di cui sono affette ci mostra che ciascuna 

de le lince cos-^-a, scn i a ammette due valori, per ciascun valore di 

cosa. Col fatto dev’ esser cosi, imperocché, non essendo il valore de 
1' arco quello che è dato , ma quello del suo coseno , ciascuna de le 

linee sen a , cos y a può appartenere a ciascuno di quegli archi che 

ammettono lo stesso coseno, e che (25,43) sono compresi tutti nella for- 
inola 2te~ha„ in cui a, rappresenta un arco compreso tra 0° e 180°; 

laonde i valori di cos— a c seiiy a devono esser quelli compresi nelle 

due formole 

(38) cos(4sztj a,) (39) sen(Ài:±j a,); 

or , per le formole (16,36) si ha ; 

cos(kz±~ a 1 )=±:cosy a„ scn(Ai:-Hj a.)=±scn y a, 

l . l 

cos(Air— -aj = rp;sen -a, 

valendo ne' secondi membri il segno superiore quando k è pari, c 1* in- 
feriore quando k è impari ; dunque i valori diversi de la (38) e quindi 

quelli che dar deve la (36) sono i soli due ± cos y e parimente i 

valori (39) o vero quelli che dar deve la (37) sono i soli due ± sen y a,. 

Quando sia conosciuta la grandezza di a, allora le dette formole 
(36) c (37) non possono ritenere che un sol segno, poiché ad un dato 
arco corrisponde una sola metà ; e si può conoscere a priori qual' es- 
ser debba questo segno : cosi quando a<C180°, — a<90 <> , e poiché in 

questo caso dev' essere cosy a>o, sen — a)>o (n°. 27), si avrà soltanto: 
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m 



cos — a = ì V^2-+-2cosa sen— a = 4 \J'2 — 2cosa 

2 2 T 2 2 T 



65. Ponendo in queste forinole a=9 0°, e tenendo presente eh» 
(n.° 29) cos90°=0, si caverà immediatamente : 

cos 45°=sen 45°= ]r\/'2i 

66. È utile in alcuni casi l’avere seny a e cos j a espressi in fun- 
zione di sena, piuttosto che di cosa; e ad ottener ciò egli è chiaro 
che sarebbe sufficiente sostituire nelle formole (36) e (37) a cosa il suo 

valore \/l — sen *a. Si perviene però più facilmente al medesimo risul- 
tamento , facendo uso de le formole (3,60), (1,44), dopo d'aver posto» 

in esse y a fn luogo di a. Si avrà in effetti , dapprima 

. l 1 ,1 , 1 . 

2sen — a cos — a=scna, cos — a+sen — a=l ; 

quindi addizionando e sottraendo queste due eguaglianze ne emerge- 
ranno le altre due : 

cos*j a-f-sen*y a-+-2 seny a cosy a=l-t-scna; 

.1 ,t „ t 1 , 

cos y a-t-seu j a — 2 sen— a cos— a=l — sena ; 

ed osservando che i loro primi membri son quadrati perfetti , estraen- 
do la radice , s’ avrà : 



cos^- a-t-sen ^ a=±V 1 



cos 



-t-sena, 
— a — sen j a=±^l — sena, 



donde si trae t 
(41) 



cos 



m 



y a=±^ ;j\/ 1 — sena, 



sen y a=db ^ 1 — sena> 
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Come vedesi da queste forinole ciascuna de le linee cosj a, sen-i a 

ammette quattro valori , quando vien data in funzione di sena. E per 
fermo , tutti gli archi corrispondenti ad uno stesso seno , sono (23,4 '2 ) 
compresi nelle due formule iAit-f-a,, (2A— t— t)n — a, , essendo a, com- 
preso tra — 90° e -|-90 o , quindi le (41) e (42) devono dare tutti i va- 
lori compresi rispettivamente nelle formole 

cos (AiH- —a,), cos (**+- j n— yaj , 
sen (ftit-h j a,), sen (An-t- f 11 “ j a ù‘> 
ma per le formole (16,36) e (19,40) si ha : 



cos (4 it-+- j a,)=± cos ~a,, cos(Au-+- — s— -j a,)= ± sen a,, 

sen (Arc-t- j a,)= ± sen a,, sen(Ai:-f- i ir — ^ a.) = ±cos -i a,, 

dunque col fatto quattro debbono essere i valori di cos— a , e quattro 

quelli disonna, come lo indicano le formole (41), (42). 

67. Per far uso di queste formolo , resta a determinare i segni 
da ritenersi, quando si applicano ni casi particolari ; poiché egli é chia- 
ro clic ad un dato arco corrisponde un determinato seno e coseno per 
la sua metà. 

Or, i valori de le formole (41) e (42) potendo essere cosi distribuiti: 



cos 



' j a=± !(v/l-Hsena— 

j a=± H-sena-+- \/i— 



sena 



)• 



si vede che tanto i primi che i secondi due sono tra loro eguali e di 
seguo contrario , e d’ altronde il quadrato de’ primi trovasi minore di 

~ e quello de’ secondi maggiore di — ; ma (n.° 65) sen*45=cos , 45° 

=~ dunque considerali assolutamente i due primi valori sono minori 

di sen45°, o i secondi maggiori di scn4o°. Or, quando è dato'un arco 
si conosce a priori se il scuq de la sua pietà esser debba positivo o 
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negativo , minore o maggiore di sen 45°. Con queste avvertenze ces- 
serà l'indeterminazione riguardo al valore di sen y a: parimente, ap- 
plicando lo stesso ragionamento ai valori di cos— a, se ne conchiude- 
rà altrettanto. 

Ponghiamo esempio che l’arco dato sia minore del quadrante ; al- 
lora sen y a e cosi a dovranno essere ambidue positivi, ma il primo 

minore di sen4o°, ed il secondo maggiore di cos4i>°; laonde in questo 
caso le forinole da adoperarsi saranno : 



sen ia=-i y/l-+-sena — ^-y/l — seno, 
cos i a= — \/ l-f-sena-h ^ y/ 1 — seno. 



68. Volendo le forinole relative al seno e al coseno de l’arco 
terza parte, basterà nelle formole (10) e (11) porre i a in luogo di 

ó 

a, e quindi a in luogo di 3a, ed ordinati i risultamene , si avranno 
le due equazioni : 

fà) sen’i a — 4 sen -j- a 1 sena, 

3 4 3 4 

( 44Ì . t 3 i 1 

cos — a - cos — a— -r cosa, 

o 4 3 4 

che serviranno a determinare sen 4 <* ecos^-a, quando sien dati sena 

3 ó 

e cosa. 

Come si vede, queste equazioni son del terzo grado, e si può di- 
mostrare facilmente che le loro radici sieno tutte e tre reali. In effet- 
ti la prima di queste equazioni dee dare il seno de la terza parte di 
tutti quegli archi che hanno Io stesso seno , or questi son tutti com- 
compresi nelle due formole 2frn-t-a,, (2ÌH-l y i: — a,, come sopra, dun- 
que 1’ equazione (43) avrà per valori tutti quelli contenuti nelle espres- 
sioni 



sen 



2A-it+a, 

3 



seu 



(2A-t-l)ir — a, 

3 
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Posto ciò, il numero k non può avere che una de le seguenti for- 
me {'), cioè 3n,3rH-l>3n — 1, essendo») un numero intero qualunque; 
laonde supponendo k successivamente di ciascuna di queste forme , e 
tenendo presenti le formole (16.36), avremo tutti i valori de le forino- 
le precedenti, e quindi de l'equazione (43) espressi nel seguente quadro: 

2.3nr.-{-a l ( a,\ a , 

seri — - l = seri^ 2mt-t- jj-/=sen-^ , 

2(3fH~l)--t-a, ( a 2 ir a\ / 2 it a,\ 

2(3n— ljn-f-a, ( n 2rr a, \ /2r a,\ 

3 =ien( 2 mr-- 4- 3 j=-sen ( 1 

(2.3)1-1-14—0, / 1 r a,\ / « a,\ 

[^2(3n— l— 1)— l]n — a, / a,) ( a, ) 

4 - =sen\2»n;-f-T: — /=sen \i: — - / , 

3 do 

[2(3n — l)4-l]it — a, ( « a, \ ( ir a,\ 

4 -- — = sen\2nJt — - — ! =— sen W 



sen 



Ben 



sen 



sen 



Or, tutti questi valori si riducono ai soli seguenti : 




quindi rosta dimostrato che le tre radici de la (43) sono reali ed espresse- 
dalie (4o). Parimente si dimostra che le radici de la (44) sono reali ed 

f) D’ Andrià — Elementi d' Algebra -, n.* 8S. 
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espresse da 

(46) «M \ , co, + °i ) . «OS (| - 0. 

essendo a, il più piccolo arco che ha per coseno il dato. 

’69. Volendo le forinole generali per la divisione di un dato ar- 
co mx, le si possono avere da la (20) o (24), nel caso di m pari , e 
da le (23) o (27), quando m è impari, lu entrambi i casi, devesi rim- 
piazzare mx cono:, e x con— : s'ottiene così un'equazione del grado m m< \ 

le cui radici saranno i valori del seno o del coseno de 1‘ arco—. Ora 

m 

egli è agevole il provare come le radici di sì fatte equazioni sien tutte 
reali. Poniamo in effetti, che si tratti de la (20), la quale, fatta la in- 
dicala sostituzione , prende la forma : 

X T m JC 

(a) cosar =l-|-j4.sen“ — M.seu* — sen —, 

17 * Mi 4 m ' m m 



avendo messo per brevità A % , A t ....A m in luogo de' suoi coellìcienti fra- 
zionari . 

Posto ciò, se supponiamo dato l'arco x, e dinotiamo con a il più 
piccolo arco che abbia per coseno cosar, allora la preeedente equazione 

deve dare non solo il valore di sen — , ma tutti quelli che son ram- 
ni 

presi nella formola 

2Ar±a 

sen . 

rn 



perocché (n.° 42) lutti gli archi che han Io stesso coseno cosar , sono 
compresi nella formola 2/rcifca, essendo k un numero intero , sia po- 
sitivo o negativo. Or , quando m è pari , come lo si suppone nella 
(a), si può fare m=2 n, e la formola (b) può scriversi così: 




Rimane pertanto a vedere quanti sieno gli effettivi e distinti valori 
di questa formola. E primamente è agevole provare che dando a k tutti 
i valori successivi da zero sino ad n — 1 , i valori de la formola (e) son 
tutti diversi. Poniamo , in effetti che k’ e k“ dinotino due particolari 
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yalori di A, c ciascuno minore di n, e s’ abbia: 



/k-r ,a\ /kit a\ 

sen f ± — l—sea ( 1 — I; 

V n m' V n m' 

allora dovrà (n.° 42) pure aversi : 

... A'tc , a k”it a . 

(di ±- = ± - ±2*::, 

n m n m 



essendo h un numero intero positivo. Or , da quest’ equazione si trae 
1' altra 



(•) 



k'—k" 

2 

=h, 

n 



la quale , sieno k\ k" de Io stesso segno o di segno contrario, è assur- 
da ; imperocché , essendo h un numero intero, tale pure dovrebbe es- 
ser il primo membro; ma, finché ciascuno de’ numeri k' e A - * è minore di 
n, si la loro seraidifferenza , che la loro semisomma (quando A' e k" sono 
di segno contrario) è sempre minore di n. Dunque, ponendo nella (c) 
i doppii segni ad evidenza , ne consegue che ciascuna de le forinole 





( a 

• $cn( — 


Ah \ 


( a 

• cpn ~ _i 


Au \ 


1 ( a 

i • g en i — 


'ni « 






* acii 

x m 


'T j 


’ ' m 



deve dare n valori diversi per gli n valori successivi di 
A=0, 1, 2, 3 — 2, n, — 1. 

Inoltre le forinole precedenti possono riunirsi a due a due cosi 

(g) ±sen/— H — — ì; itscn^ — 

\tn n' \tn n / 

e poiché , ponendo nella seconda n — k in luogo di k, essa si cangia 
nella prima , cosi ne segue che i 2n valori diversi che si ottengono 
da la prima col porre successivamente 

k—Q, 2, 3, . . . .n — 2, n— t 

non son diversi dai 2n che dà l’ altra , ponendo 

- - k=n, n — 1, n — 2. , . . 3, 2, 1, 
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Finalmente, ponendo n — 1-+-A’ in luogo di k le (g) divengono 

±sen :?)*). 

m ' \n m / 



±sen(^ — - 
V n 



e con ciò si vede che dando a k' i valori successivi 

1, 2, 4. ... n, 
o vero a k i valori successivi 

n, n-t-1, n-f-3. . . . 2n— 1 

si riproducono gli stessi valori che si hanno per *=0, l,...n 1. La 

medesima serie di valori si riproduce periodicamente da 



k — 2n a /> — 3» — 1; da i=3n a fc=4n— i ec. 

Pertanto la formola (c) non ha che soli 2n, ossia »» valori diffe- 
renti, che sono : 






e questi dovendo esser quelli de le radici de la (a), ne segue per con- 
seguenza che le radici di quest' equazione son tutte reali. D' altronde 
t esser queste radici a due a due uguali c di segno contrario è una 
conseguenza de la forma stessa de l'equazione (a). 

*70. Quando m è impari l'equazione di che si può fare uso per 
la divisione dun arco può essere la (23), che fattavi la solita sostitu- 
zione può essere scritta cosi : 






sena: — sen- — |— A., sen* — K.t.d-d- sen^ — 



Supponendo positivo sena-, e dinotando con a il più piccolo arco 
che ha per seno sena, il quale arco sarà perciò compreso tra 0° e 90° 

formoT dCnte Cquazi0ne devc dare lutti 1 diversì valori compresi nelle 



0 >’) 



sen 



2ATt4-o 
_____ t 
m 



sen 



(2/c— j — 1 )~ — a 
m 



Or , dinotando , 



come sopra , con k k" due valori di k ed 
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trombi de Io stesso segno, si dimostra parimenti che, per essere uguali 
due valori sia de la prima che de la seconda de le precedenti forino- 
le , devesi verificare la condizione 

A'— A" 



m 



essendo h un numero intero. Ma questa condizione non può esser ve- 
rifuata (incili! ciascuno de’ numeri A', k" è minore di m; e però ciascu- 
na de le formule (b') dà m valori diversi per gli m valori di A=0, 1, 
2. ...(in — 2), (in — 1) sien positivi o negativi. 

Inoltre se nella seconda di dette formole si ponga 



ei avrà , secondo che 2A-f-l è positivo o negativo : 



(2A'-t-»>) k — a 2A'r — a 

sen - = — sen -, 

m m 



sen 



— (2k'~\-m)n — a 

— ; = sen 



m 



2k'n-{-a 
————— | 
m 



il che c’ insegna che i valori che dà la seconda de le formole (b') pei 

IH — 1 

valori di A, da sino ad m, sien positivi o negativi, sono que- 

2 tn — 1 

gli stessi che dà la prima pe‘ valori di A da 0 sino ad — — - , negativi 

A 



o positivi ; e per I’ opposto. 

In fine ponendo m-\-k in luogo di A in ciascuno de le surriferite 
formole , esse tornano ad essere le stesse , e quindi i valori di esse 
formole sono periodici. Dopo tutto ciò si può conchiudere che i valori 
differenti de le formole (ò'j non sono che m i quali si ottengono da 
una sola di esse, da la prima per esempio, dando a A tutti i valori suc- 
cessivi da zero sino ad— e sì positivi che negativi. 

2 

Pertanto I’ equazione (a') dovendo avere per radici questi valori , 
avrà tette le radici reali. 

*71. Ne’numeri 61 e segu. abbiamo esposte le formole che servono a 
dare il seno o il coseno d un arco multiplo, per le potenze del seno o del 
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coseno de l’arco summultiplo. Ora ci occuperemo de la questione inver- 
sa, trovando le forinole che danno se n m x c cos m x in funzione lineare 
dei seni e coseni de gli archi x, 2x, 3x, ec. Facciasi perciò 

(47) cosjhV— 1 senx=u, cosx — i/=T scnx=t> 

ed avremo , addizionando e sottraendo 



(48) 



2 cosx=w-M>, 



(40) 



2y/- 



1 senx=u — v ; 



Or , se queste due equazioni si elevino a la potenza m , (essendo m 
numero intero), e si osservi 1°, che nello sviluppo de la potenza del 
binomio i termini ad egual distanza da gli estremi han cornicienti e- 
guaii , e perciò possono essere riuniti in un solo de la forma: 



m (m— 1) (m — 4-1-1) * */ m -** 

U V 






1: 



1.2.3 li 

2° che in virtù de le formole (47) e de le altre (9), (12) (13) si hai 
e=(cosx+y/ — lsenx) (cosx — \/ — lscnx)=l , 



«V: 



m m 

u -|-t) 



: cosmx, 



. m m 
u — e 



2y/— ì 



: senmx; 



e se in fine , dopo eseguite le potenze , si dividano i due membri per 

2, nella formolo che dà cos’ex, e per 2 \ — 1 in quella chedàsen”‘x; 
si troverà , quando m è un numero pari : 



(50) 



/ Wi-I m m 

2 cos m x=cosmx-f- — cos(m — 2)x 



m(m — 1) 1 

— — cos(m—4).iH-ec...-+- - 



m(m — 1 ) 



~(?+>J 



1.3...2 

2 
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, . , , rn Wi 

( — 1) • 2 sen x— costì u — y cos(»n — 2 ) jc 

( 51 M m(m — 1) , I4 

4- — cos(m— 4)x— ec...±y . 

1-2 * 1 . 2 . 3 ..." 

2 



e quando m è un numero impari : 
m-t 



n m m 

2 cos x=cosmx4- j-cos(m — 2)x 



(52) 



m (m— 1)...(2±!) 



tn(m — 1) ... v 2 

H ; cos(m— 4)x+ec. . .4 -cos*: 

1,2 1.2.3.. 



m 



m 



( — 1) * 2 sen x=sen mx — — sen(m — 2)x 



,(83) 



m (m — 1) 
“~1 . 2 



scn(m — 4) .r — cc. . .; 



m (m — 1)... p!±!) 

-m Sen;c - 

1.2.3... 



Facendo nelle (50) c (51) successivamente »»=2,»i=4, »;=6, ec. e nelle 
altre due (52) e (53) m=1 , tn=3, m=5, ec. arrestandosi al primo ar- 
co negativo , c prendendo la metà de l’ ultimo termine che si ritiene 
se contenga l’arco zero, si troverà in particolare : 



(54) 



2cos*J^=cos2r4-l , 
8cos 4 x=cos444-4cos2x4-3 , 
32cos € x=cos6x-|-6cos4r4-l 5cos2x-|-l 0 , 
ec 



— 2sen*x=cos2x — 1, 

8sen*x=cos4x — 4cos2x4-3, 

— 32sen"x=cos6x — 6cos4jh~1 5cos2* — 10, 
ec - 



(56) 



cos X=COS*, 
4cos'x=cos3x4-3cosx, 

1 6cos“i— cos5x-i-5cos3x-|-l Ocosx, 
ec 
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sen x=senx, 

) — 4sen 1 x=sen3x — 3senx, 

16sen 5 x=sen5x — 5sen3x-|-10senx, 
cc 



65 



‘72. Passeremo ora a dimostrare la legittimità de la formola (12) 



( 12 ) 



(cosjM-V- — i senx) = cosmx-f-y/— -1 



senmx, 



quando l'esponente m, da positivo ed intero eh’ 6 per ipotesi, passa ad 
essere negativo o frazionario; ed in quest'ultimo caso farcni notare le 
avvertenze necessarie a tener presenti, quando si passa a l’applicazione 
de la soprascritta forinola. 

Pertanto pongasi mx in luogo di a nella formola (10,59) c s’avrà; 

( coswx— (— v/ —1 senm.r' (cosm.r — \/ — 1 senmx)=l , 
donde Si trae ; 

1 =cosmx — V — 1 senmx ; 

eosmx-f-V — 1 senm.r 



ma , essendo m un numero intero e positivo , si ha per la (12) : 

1 1 . / -m 

- 1— =(ro*c-t-V — 1 senx': 

h 1 f m 

cosmx-+-V — 1 senmx (cosx-HV — i senx) 



inoltre cosmx = cos( — wix). — senmx = sen ( — nix), dunque si avrà fi- 
nalmente : 

/ — -ni j 

(58 (cosx-t-V — i senx) =cos m.r)+y — 1 sen( — mx), 

e questa formolo prova la legittimità de la (12) quando m diviene ne- 
gativo. 

Passiamo ora a dimostrarla pel caso di m frazionario. Pongasi per 

OC 

ciò — in luogo di x nella (12), e verrà : 
m 

( x / x\m / — — 

cos — t-V — 1 sen — ) =eosx-f-v — 1 senx; 
m m ' 

indi estraendo la radice m ml \ c rovesciando 1‘ ordine de - membri , si' 

6 
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otterrà legittimamente : 



TRmoNosrcnuA 



(59) 



( cosx-t-V — 1 senx) w =cos — -+-V — 1 sen—; 

/ m m 



e questo risultamento prova che la (12) è vera, quando m si cambia 
nella frali one — . Or, se in virtù de la stessa formolo (12), si elevi 



cosx-|-\/ — 1 sena: a In potenza « (essendo n un numero intero) , e 

quindi in virtù de la (59) si estragga la radice m ma dal risultamento, 
s' avrà anche legittimamente: 



m 



ma 



(60) ( cosaH-v/ — 1 senx J m =cos-^— t- v/=T sen ~-j— . 

Pertanto la Formolo (12) di Moivrr è vera, sia m positivo o ne* 
gativo , intero o frazionario. 

’73. Dimostrata la legittimità di quella formolo, quale che sia l'e- 
sponente m, passiamo oja a dichiarare le avvertenze sopra accennate, 
nel caso che m fosse frazionario. Si sa che in questo caso il primo 
membro de la (12) equivale ad un radicale , il cui indice è il denomi- 
natore de Io frazione esponente , e quindi dovrà avere tante determi- 
nazioni differenti , per quante sono le unità contenute in quest’ indice; 
è necessario dunque che anche il secondo membro sia capace de le 
stesse determinazioni. Or, come esso sta attualmente, non presenta 
tutte queste determinazioni , e fa d’ uopo per ciò vedere a quali modi- 
ficazioni esso vada soggetto. Supponiamo pertanto , in primo luogo , 

che m si cangi nella frazione — , essendo m numero intero e positi— 

m 

VO , per modo che si tratti de In forinola : 



l 

(61) { cosx-bv- — * scn.r )”*=cos — ■ -4-v — isen'-. 

v • m m 

Bisogna cercare m determinazioni pel secondo membro , le quali sieno 
equivalenti a le m che ammette il primo. A tal* effetto cercheremo di- 
rettamente i valori del primo membro , e supporremo per ciò che 



(•) 

gJa pò di questi valori. 



z — a-j-b ^ — 1 
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Or, si sa che la precedente espressione immaginaria può semprq 
mettersi sotto la forma 



(62) 6= r (cosM-y/— -1 sent), 

essendo l un arco reale tale che 

a b 



cos /=- 



V a*-+-b* 



sen t=- 



VV-f-6* 



ed r essendo il modulo de la detta espressione immaginaria , o vero il 

valor numerico di \J a'-t-ft*. Posto ciò dovendo s, o la sua espressione 
equivalente (62), essere uno de’ valori del primo membro de la (61) , 
dovrà essere egualmente: 



V=T, 



r (cosH-y/— T sent) =cosT-(-y — 1 sena:, 
o vero (n.° prec.) 

r (coswt-i-y/ — 1 sen mi) =cos.r-(-y/ — 1 sena:. 



Or , queste due espressioni immaginarie essendo eguali , devono 
essere eguali ancora i loro moduli e le loro espressioni ridotte (*), quin- 
di sarà : 



r =1 , cos 



wt+y/ — 1 sen mt—cosx -\-^ — 1 sena:. 



o meglio 



r =1, cos mt = cosa. sentnt = senx, 
donde si trae (n." 12) 



r = l, mt =x±2Jh:, 1—- 



m 



essendo n la merita e.irconferenra il cui raggio è 1 , e k un numero 
intero qualunque : determinati cosi r e t, l'espressione (62) di z diviene 



(63) 



x±2ÀTt 

COS h 

m 




xzh 2Au 

m 



0 Cauchy •— Court d' Analys*— l re partie; chap. VII-, pag. 184.* 

* 
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* r T\\ a ? rovarc d ,"' diversi '«lori di s , Che sono ancora 

quelli del primo membro de la (61), sieno nò più nè meno di m. 

Sia perciò h il numero intero il più prossimo a la frazione - 

m ' 

per modo che la differenza fra i due numeri h - ed h sia al più eguale 
od — ; facciasi 

>n ni 

allora essendo - inferiore o eguale ad| , sarà egualmente k‘ un nu- 
mero intero inferiore o al più eguale ad J. Da quest’ ultima egua- 



glianza si deduce successivamente : 



2 k~ 2À'u 

■ =2/iicb-— -L 

m m 






x±2k~ x±2k'z 
cos ■— - = cos . 



m 



m 



x±2fa 

sen -=sen 

m 



in 

x±2k'r> 



m 



_____ i 

quindi tutti i valori di s, o vero di ^cosx+y/ — 1 sen x ) m sono 
racchiusi nella forraola : 



cos 



x±2k'z 



m 



\/=r 



sen 



x±:2k't 



m 



purché k’ sia compreso fra i limiti o ed ^ ; il che vale supporre k , 



nella (63), compreso Tra gli stessi limiti o ed ™ . Allorché dunque m 
è pari bisognerà dare a k tutti i valori de la serie : 

m — 2 m 

2 ’ T’ 



(64) 



0, 1, 2. . 



£ quando m è impari, quelli de la serie: 



< 66 ) 



0 , 1 , 2 . 



m — 1 
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per modo che, nell' uno e nell'altro caso, i calori ile la forinola (03) sa- 
ranno in in tutto. Di pili considerando due valori di questa forinola , 
corrispondenti a due altri a, b di k, e compresi nelle serie preceden- 
ti , avremo : 





x±2ar. 




x±2ar. 




eos 


4- \ 


/ — i sen 


* 


m 




in 




x 4-2òi; 




/— x-MH 




cos 


-f- \ 


/ — 1 sen 




m 




m 



nè questi valori potrà» essere eguali., alti imcnti dovrebbe esser puro: 



x-± 2«it 



cos 



=cos- 



x±2lnt 



scn 



:2«t: xzizSbr. 

=sen 



m m m 

e quindi , dinotando con m' un numero intero , sarebbe 
aj±2au=2m'it-|-x±2frT:, 

o vero : 



m 



(a — b) . , a — 6 

-=2m a, ± 



m 



: m , 






il che non può aver luogo, essendo per ipotesi a e ò minori di m,.o 
.. a — b 

perciò una frazione , mentre m ò un numero intero. 

m 

Pertanto i valori de la forinola (03) c quindi anche quelli del primo 
membro de la (61) sono m , e si ottengono dando a k de la (63) i valori 
de la serie (64) o de la (63), secondo che m ò pari o impari. Or, pa- 
ragonando il secondo membro de la (01) con hi forinola (63) , facilmen- 
te si scorge che quello si cambierà in questo, se ad x si sostituisca 

*±2Ax . ... 

, e si avrà perciò adequatamente : 



m 



(66) (cosx-t-V^ — 1 seux = cos — ==+\Cr s 

' • fi} 



/ xrb2fàt 

seu 



«l 



'74. Supponiamo ora il caso de la formolo (60) , la quale si è tro- 



vata elevando cosaH-y^ — 1 scnx a la potenza « , c quindi evtracit- 











Digitized by Google 



76 



TRIGONOMETRIA 



ma . , 

Idooe la radice m . Eseguendo la prima operazione si ha ; 

(cosoi-t-V— 1 senx ) =cosnx-4- vGT sen nx, 

pi estraendo la radice , per la (59), si ha ; 



n 



(cosx-t-y/ — ì 



senx 



\?n nx 

=5C0S 

/ m 




ma in quest’ ultimo caso , come ora si è veduto , 1‘ arco mx dee cam- 
biarsi in mxzt2kn, affinchè vi sia la giusta eguaglianza fra i due mem- 
bri, dunque si avrà : 



/ / \m nx±'2kn J — ~ nx±2kvi 

(67;^cosx-+-y — 1 sonx ) — CQS — h V"” 1 sen ~ * 

dando a k i valori de la serio (64) quando m è pari , e quelli de la 
(65) quando m è impuri. 

f) 

*75. Ancora, quando l'esponente de la (12) è la frazione — > è ne- 

H 

cessano distinguere il caso in cui — è reducibile, da quello in cui è 
irreducibile. Nel primo caso converrà ridurla a la sua più semplice espres- 
sione , che supporremo sia , e quindi far uso de la forinola 

P_ 

/ / — \ a px±2kn / T pxdz 2*rt 

(68) ^cosx -f- y — 1 scu x J = cos — h \ — 1 sen , 

avvertendo di dare a k tutti i valori de la serie : 

9—2 a 

(69) 0,1,2 — , -j-, 

— « 

se 5 è impari; o quelli de la serie: 

9—1 

m 0,1,2 JL r - 

se g è impari. La riduzione de la frazione £ a la sua più semplice 
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71 



espressione — , quando è possibile , è necessaria ; altrimenti il primo 
membro ammetterebbe m valori differenti , laddove che non deve am- 
metterne in sostauza che soli q. Quando ~ è frazione irreducibile, si 

m 

può far uso immediatamente de la (67). Dippiù è da osservarsi che, 
siccome l estrazione di radice e l’ elevazione a potenza possono farsi 
con quell’ ordine che ci piace , quando l’ indice c l’ esponente sor» pri- 
flii tra loro , cosi ne segue che in quest’ ipotesi 

( V/cosx4-V/— 1 sen.r }—\J (cosx-t-\/ — 1 sena?)" - 

Or, effettuando per ciascun di questi membri le operazioni indicate, 
0 propriamente pel primo adoperando la formoln 66; per l’ estrazione 
. . Bia ma 

la radice m , e poi la formohi (12) per fare la potenza n , e fa- 
ceudo il contrario pel seeondo membro , si troverà’: 



cos 



«x±r2ATt 

w 



_ n(xdtz2kn) 



sH 



sen 



= cos 



m 



V- 



1 sen 



nj?±j2Jttt. 

m 

n(.r± 2 A-) 



Risulta da ciò che quando — è frazione irreducibile , il secondo membro 



m 



de la forinola (67) può rimpiazzarsi col seconde membro di quest’ ulti- 
ma (■); e che nella stessa ipotesi 



cos 



nxdtz2H 



tn 

76. Essendo. 



n(x±2Ait) 8J?± 2/.x n(ad= 2Att) 

;cos — - ; sen =sen — - - 

m m tn 



sen2a:==2seii.v cosa.. 



se si rappresenta con y il valore comune dei due membri di quest’ e- 
quazione , si troverà : 



(71). 



are seni/ =±:2arc sen t-+-\/ i — y*. 



Similmente essendo 

cos2*= cos 1 * — sen 1 * ss 1 — 2sen 1 x s* 2cos*r — 1, 

(’) LzrtBcai di focaci »- Leeoni de Céomèlrit anahjtique, n.* I2fi. 
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è dinotando con y il valore comune de' due membri di quest' equazione , 
f>i troverà : 



(72) 



arccosj/= 2arcsen 



= 2arccos' 



sfili. 



ARTICOLO IV, 



ADDIZIONE E SOTTRAZIONE . MOLTIPLICAZIONE E DIVISIONE DE OLI ARCHI KK MEZZO 
DE LE LORO TANGENTI E COTANGENTI. 



77. Essendo per la forinola (4,45) 

scn(a±à) 



tan(adbfi)=- 



cos(azfcfi) 



b 

f 



sviluppando il secondo membro , in virtù de le formole (1) e (2) del 
n.° 56, s‘avrà: 



tan (a±b) = - 



sena cosfefcsené cosa 
cosa eosfiqrsena senti 



dividendo inoltre ambi i termini de la frazione per cosa cosà, e te~ 

, , sena senfi , . , 

Bendo presente che =riau«, — =tunfi, si avra finalmente 



cosa 



cosà 



tan (a±fi ) : 



tanariztanfi 



tzpilaua tanfi 

Pertanto si han le due forinole distinte 

... , . , , , tana-)- tanfi tana— tanfi 

(1) tan u-t-6,= , (2) tanta — fi,= , 

1 — tana tanfi l-(-tanatanfi 

de le quali la prima dà la tangente <le la somma , e la seconda la tan- 
gente de la differenza di due archi dati a e fi. 

Or, per la formula (9,18) si ha : 



cot (o±fi) — ■ 



1 



tan (o±o) 

quindi, Sostituendo al denominatore di questa frazione il suo valore pre 
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redentamente trovato, e rimpiazzami» lo tangenti con le cotangenti, 
mercè l’indicata formula (9,48i troveremo: * 



c «»{«**)= 

tana±tanè 



Quindi le due formale distinte 



(3) col , a-f— ù - 



cotacol b — t 
cotà+cota 



(*) 



cotacotòqrl 

cotèitcota 



col(a — b)=> 



cotacotft-f-1 
coté — cota 



t 



de le quali la prima dà la cotangente de la somma , e la seconda la 
cotangente de la differenza di due ardii dati « e b. 

78. Ponendo 6= a nelle formolo (1) e (3), si otterrà immedidv 
lamento per la tangente e la cotangente d' un arco doppio : 



(5) 



tan2a= 



Stano 
t — tanV 



(6) 



cot2a= 



cot’u — 1 
Scota 



Similmente ponendo b=2a e riducendo in virtù de le precedenti (o) 
e (6), risulterà per la tangente e la cotangente de l'arco triplo : 



„ Stana — tan’a ,, col’a — 3cota 

(7) tan3a= — , (8) . cot3a — 

' ' 1— 3tan’a ' ; 3cot a a— 1 



Continuando, a lo stesso modo, a porre 6=3a, b= 4a, ec., si troveran- 
no le formolo per la tangente e la cotangente de gli archi quadrupli, 
quintupli , ec. 

79. Ordinando la (3) rispetto a tana, s’avrà l’equazione di se- 
condo grado 

2 

tarpan tana — 1 = 0 , 

tan2a 

la quale risoluta rispetto a tana, e posto a in luogo di 2a, e perciò 
j a in luogo di a, darà ; 



( 9 ) 



f — l±Vd-Ran’« 

tan- a= 

* tana 



Operando analogamente su la formolo (6), si troverà : 

(10) colj a=colo±V / l+cot !, «* 
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Il doppio segno di cui è affetto il radicale in ciascuna di queste 
due ultime forinole, che servono per la bisezione d’un arco , ci fa co- 
noscere esservi due valori per tan-^- a e due per cotj a, quando la pri- 



ma è data per tana e la seconda per cota ; col fatto si può provare ciò , 
come in altri rincontri si è praticato (n.° 49). 

Facendo nella (10) a=90°, e ricordandosi che tan45 0 =5=cot4S°, e 
cot90°=0, si otterrà : 



(11) cot 45°= tan 45°= 1 , 



80. Inoltre , osservando che tana = , la (9) con questa sosti- 

cota 



Suzione , diviene : 



( 12 ) 



tan 



i- a = — cotadcy l-f-cot*a. 



Or, dando ad a un determinato valore , ciascuna de le precedenti 
formoie non può prendere che un sol valore , e quindi non si può in 
esse ritenere che un solo de’ due segni. Cosi supposto a<180°, sarà. 

lan-i a>o, e però la forinola (12) in tal caso è semplicemente 



(13) 



tan -f a= — cot<H- 



y/ l-+-cot m a. 



Nella medesima ipotesi 



m col J a==cota-t-\/l-Kot s a. 

Àncora: poichè±y/l-+-cot a a=coseca, e ±y/cosec*a — Incoia (15, 
e 17,50) le (12; e (10) possono essere scritte ancora nel modo seguente:. 

(15) tan^ asrcpy/c 0660 *® — ì-i-ooseca* 

( 1 6) cot •^a=c±\/ cosec’a — 1 -f-coscca. 

Or, so a<t80°, poiché ciascuna de’ valori de’ secondi membri di 
queste equazioni è positivo, potrebbe essere egualmente ammesso; ma, 

riflettendo che se a<.90 o , allora tan 4 «<l c cot «>1, e che evi- 
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\[ cosec'a — l-f-coseco>i , 



— y/cosec*a — l-(-coseca= — * -» — <d ; 

\/ cosec*a — l-+-coseco 

così, quando a-<90 o , le formolo (15), (16) divengon semplicemente 

(17) tan -|a=coseca — \J cosec"a — 1, 

(18) cot j a^coseaH-N/cosec'a— 1. 

Parimente si dimostra ehe, essendo a)>9 0° e <1 80°, si ha : 

(19) tan -^<te=coseca-hv/ cosec'a — 1, 

(20) cot ^a=coseca — cosec m a— 1 . 

Giova da ultimo notare come queste quattro formole riduconsi a 
le sole due (17) e (18); imperocché , come sopra , 

cosec<H-\/cosec*a 1= ±- _ - ■ ■■ ■ e ta ' a ‘ ^ . 

coseco — v cosec*a — 1 1 2 



nè sarà poi diffìcile pruovare la legittimità di dette formole per qual- 
siesi valore di a, tenendo presente il cammino tenuto in pari circo- 
stanze. 

81. Se come si è operato su le formole (5) e (6), si risolva- 
no parimente le equazioni (7) e (8) rispetto a tana , e cota ; e quindi 

ai ponga a in luogo di 3a, e in luogo di a, si avranno due e- 

quazioni del terzo grado rispetto a tan j a e cot j a. Onde si vedrà 

anche qui , come si è veduto in ordine al seno e al coseno, che la tri- 
sezione de l’arco, e quindi de l'angolo, dipende da un’ equazione del 
terzo grado; e siccome sarà dimostrato in appresso, che per risolvere 
geometricamente questo problema , dietro una tale equazione, occorrono 
altre linee , oltre la retta e il cerchio, che son le sole linee di cui si 

S ria in Geometria piana, cosi resterà provato, che la soluzione del 
. Jto problema è impossibile con queste sole linee. 
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82. Le forinole (0) e (10) non son le sole che ci danno la tan- 
gente e la cotangente di a ; ma se ne possono avere de le altre an- 
cora, espresse in funzione di sena e di cosa. E per fermo richiaman- 
do la formolo (4 e 6,45), (36 e 37,64), si ha: 



sen — a 

(21) tan j a = — 

cos — a 



V 7 l-c 



osa 



sena 



1 — cosa 



(22) cot — a ; 



cos — a 



\/ 1-t-cosa 
V l-l-cosa 



1-t-cosa 



sena 



sena 



1-t-cosa 



sen — a 



v/i 



1 — cosa 



1 — cosa 



sena 



Addizionando una volta, ed un'altra volta sottraendo queste ulti-, 
me due formole, si otterranno le altre due seguenti : 

(23) cot j a-f-tan a=2coseca , (24) cot y a — tan y a=2cota; 

da le quali si deduce l' altra : 

, l , t 
cot — a — tua — a 

(25) ■ ~ cosa .. 



.1 ,t 
cot — a-t-tan — a 



Essendo, in generale, 45 # -Hr c 45 ° — x due «archi complementi, 
si ha tan(43°-f-.r) = cot(45° — .r) ; laonde se nelle (1) e (4) si ponga 

0=45° , c — a. in. luogo di b, c si tengan presenti le (41 e 42,66) K 
si troverà : 



littan^- a 

(26) tan(45"± i a) = cot (45 °=f{ a)= \ — 



l , t 
cos — q-t-scn — a 



l __ l 
cos — a-i-sen — a 



1-t-tan— a 
y/lrbsena j -+- se „rt 



cot y a±l 



cot - a±l 



cosa 



\/l+: 



-+-sena 



cosa 



-sena 



c da queste ultime formole emergon le altre : 

(27) tan(13"+^ a)-j-lan(i5 n — a)=col(45 n -4~ a)-j-cot(4b n — a)=2seca; 
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(28) tan(45°-f- tan(45° — ^ a)=cot(4o"— -^a)— col(45 # -+~a)=2tana 



83. Essendo 



tan'2x; 



2tan£ 



1 — tan’j: 

se si rappresenti con y il comune valore de’ due membri di quest’ et 
quazione, troveremo : 



(29) 



arctani/=2arctan 



— n-y/i+s/' 



ARTICOLO V. 

Varie altre tormoi.e trigonometriche. 

84. Riprendendo le forinole nel n.° 56, cioè: 



H) 



(1) 


sen(a-|-&)=sena cosiH-scnft rosa, 


(2) 


sen(a~6)=sena cosi» — seni cosa, ** 


( 3 ) 


cos(a-|-6 )=cosa cos b — sena seni». 


(*) 


cos(a — b)=rosa cosb-t-sena seni), 


addizionando 

i le (3) e (4), 


prima, e poi sottraendo le(l)e(2), e facendo lo stesse) 
troveremo le quattro altre seguenti : 


( 5 ) 

(6) 


sen(a-H>)-H-sen(a — M=2sena cos fi, 

M N*MM0 * 

scu(a-H') — sen(a — b)=2senfccosa, 


(V 


cos(a+6j-t-cos(a — 6)=2cosa cos b , 


(8) 


cos(a — i») — cos(a-+-ft)=2sena seni». 



le quali servono a convertire il prodotto del seno d'un arco pel coseno 
di un alti - ’ arco , o pure il prodotto de’ coseni , o quello de’ seni , in 
somma o in differenza de’ seni o de’ coseni de la somma c de la diffe- 
renza de gli archi dati. 

85. Dividendo la (5) per la (7) o la (8) per la (6), c la (6) per 
la (7) o la (8) . per la (o), avremo le seguenti formole : 



(») 



tana= 



sCn(a-f-i)-)-scn(a — b) cos (a — 6) — cos(a-H>) , 

cos(<H-W-+-cos(a — b) sen(a-t-ò) — sep(« — b) 
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sen(a-H») — sen(a — b) cos(a — b) — cos(a-t-t) 

^ k cos(a-M»)~H'os(a — b ) sen(a-J-ò) +-sen(a b) 



le quali valgono per trovare i valori di due archi, di cui è data la som- 
ma e la differenza. 

86. Ponendo nelle (5), (6), (7) e (8) a+b=p, a—ÌK=q, e perciò 



= {(P-Hf)» e 


fe=y (p — q), avremo : 


(11) 


se np-t-se nq=2sen y(p-H)cos y(p — q). 


(12) 


senp — senq=2sen y(p — q)cos y(p+q). 


(13) 


cosp-+-cosq=2cos (p-H)cos y (p — q). 


(H) 


cos q — cosp=2sen y (p+q)sen y (p — q). 



le quali forinole servono per cambiare la somma o la differenza dei seni 
o coseni di due archi , in prodotti dei seni e coseni de la semisomma 
e semidifferenza de gli archi medesimi. 

87. Se dividasi la (11) per la (12) avremo : 



se up-t-seng 
sonp — senq 



scn y (p-H) COS y (p <?) 

sen y (p — q) cos y (p-\-q) 



sena; cosx 1 

« tenendo presente che in generale =tanx, e = , 

cosx senx tanx 



avremo in finte : 



(15) 



senjH-senq 

senp — senq 



tan y (p-H) 
tany(p— q) 



Il che ci dà il seguente importante 

Teorema. — La somma dei seni di due archi sta a la loro differen- 
za , carne la tangente de la semisomraa de gli archi medesimi sta a la 
tangente de la semidifferenza. 

Operazioni simile a le precedenti fatte su le (11), (13); (11)» 
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(li); (12), (13); (12), (14); (13), (14) ci daranno i risultamenti sei 
guenti : 



(16) 



(17) 



(18) 



(19) 



(20) 



senp-f-senq , 

; = tan - (p-H ) = 

cosp-f-cosq 2 ^ 

senp-|-senq 



col -r (p-H) 



cos p — cos</ 
sen p — seng 



•col - (p— «)— ■ 



—1 



cosp-t-cosq 

senp — senq 



: t* n — (p — q) = ■ 



— — cot - (p-H) = 
cosp — cosq ‘ 



tan J (P— ^ 
1 

■ ■ ■ * 

<•01 ì (P — 9) 

— 1 



tan - (p-H) 



cosp+cosq 



cot j (p-H) 



col j ip—q) 



cos p — cosq 



tan — (p— q) 



tan - 'p-H) 



89. Osserveremo in ultimo luogo che se nella formola 
sen2a=2sena cosa 
1 



si faccia 2<u=p-hq, e quindi a— -{p-hq) si avrà: 
(21) sen (p-H)=2s— 7 



sen(p-H?)—- s en - (p-H) c °s -liP+q), 



la quale equazione divisa successivamente per la (11), (12), (13), (14)^ 
darà : 



( 22 ) 



sen(p-H) C ° S ^ (fH ~7) 

senp-4-senq «w y (p — q) 



, (23) 



senip-H) 



sen j (p-H) 



senp-senq ^ 1 {p _ q) 



(24). 



sen(p-H) 



COV-MO* 



se" T (P-H) *„ (j"H) _ T <<**> 

, (^o) 



cosq-cosp sen y (p—q) 



• t 



9 
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Tutte queste forinole tradotte in linguaggio ordinario daranno gli 
enunziati di altrettanti teoremi. 

90. Chiuderemo quest’ artieolo con la esposizione di due formolo 
de le quali 1' uso è frequente. 

Abbiamo veduto (21,51) essere 

(26) 1 — cos’a— cos*ò=sen*a sen’ò — ros*a cos’è 

=(sena senti — cosa cosò;(sena senò+eosacosò), 

quindi in virtii de le formolo (3) e (4) sani : 

1 — cos’a — cos’ò= — cosa+6)cos(a — b\ 

e perciò 

1 — cos’a — cos’ò — cos*c-f-2cosa cosò cosc= 

— ros a-f-ò cos' a — ò; — cose- cose — 2 cosa cosò) , 

o vero in virtù de la (7) 

1 — cos’a — cos’ò — cos’c-t-2eosa cosò cose 
— cos(a-HÒ)cos(a— ò) 

— cosc[cosc — cos(a-)-ò) — cos(a — ò) ] 

=[ o: [a — ò) — cose J [cose — cosfa-t-ò) J 

Cambiando ò ili c, o pure a in ò e ò in a nella (26), la forinola 
(27), tenendo sempre presente la (7), può scriversi in due altri modi , 
in guisa che si ha : 

« 

/I — cos’a — cos’ò — cos’c+2cosa cosò cose 
^ = [ cosfa — 6) — cose ] [cose — coi (a-f-ò j ] 

) =[cos(a — e) — cosò j [cosò— eos(a-t-r) ] 

\ =[cos(6 — e) — cosa ] [cosa — cos(6-(-c) J 

Similmente si trova : 

« 

1 — sen’a — sen’ò — sen*c-f-2sena senò sene 
=[cos(a-t-ò)-f-senc ] [cos(a — ò) — sene 
=[cos(a+e)-|-scn6 ] [cos(a — e) — senò 
— [cos^ò-i-Cy-t-sena J [cos(ò — e) — sena • 
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• ■ * CAPO ITI. 



«OSTRUZIONE de de tavole trigonometriche 



itlM t ri ♦ ’-jj" 

ARTICOLO I. 



tOSTRl'ZIONE DB LE TAVOLE DEI SEMI NJTCBÀU. 



01. Le lince trigonometriche dovendo entrare nella risoluzione nu- 
merica de' triangoli , è necessario che sieno numericamente espresse » 
come lo sono i lati di essi triangoli. Ora, come si è visto nel n.°2A, 
è sempre possibile , per un dato orco , determinare i rapporti de le sue 
linee trigonometriche al raggio ; si che, considerando una serie di an- 
goli , o di archi che li sostituiscono , si posson formare de le tavole . 
ove in corrispondenza di ciascun arco vi sien segnati i valori numerici 
di ciascuna sua linea trigonometrica : a le tavole di questa natura si dà 
il nome di tavole de’ seni naturali. Quel che più importa osservare 
si è che, senza ricorrere ad operazioni grafiche, le quali difetterebbero 
sempre nella esattezza de' risultamene , si possono dedurre i predetti 
valori numerici de le linee trigonometriche > o vero i loro rapporti al 
raggio , per mezzo di forinole alquanto semplici, poggiate sopra taluni 
principi, dipendenti da la natura Stessa di esse lince. Il primo di que- 
sti princìpi , che è quello di cui fece uso Archimede , consiste nella 
seguente proposizione : ogni arco minore del quadrante è sempre mino- 
re de la sua tangente , e maggiore del suo seno. 

in etTetti sia AM !fig. 8) un arco qualunque minore del quadrante. 
Congiungasi il raggio CA; si meni a questo raggio la perpendicolare 
MP, che si prolunghi fino ad incontrare nuovamente la circonferenza 
in M', con che sarà AM=AM', MP=M'P; in fine si menino le tangenti 
MT, M'T, le quali saranno pure eguali, come tangenti di archi eguali, 
e si andranno ad incontrare necessariamente in mio stesso punto T del 
raggio CA prolungato ; imperciocché da la costruzione eseguita ne ri- . 
sufta chiaramente l'eguaglianza de’ due triangoli CMT, CM'T. Posto ciò, " 
si ha che de le tre linee MM', MAM', MTM', In prima come retta é 
minore di ciascuna de le altre -due, e 1’ ultima è la maggiore , perché :*) 
inviluppa da tutte le parti le altre due , dunque sarà pure MT>MA 
>31 P; cioè, dinotando con a l'arco AAf, si avrà: tano2xC>sen« v 

{*) Lr.or.sDse — Elementi di Geometria ; prop. 9, lih. A. 
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Il secondo de’ predetti principi poi è il seguente : T unità £ il 
limite del rapporto d' un arco al suo seno , quando i arco , essendo mi- 
nore del quadrante , converge verso il limite zero. E per fermo da la 

, , . sena . . tana 1 , „ 

forinola tana= si ha : = ; ma , a misura che 1 arco a 

cosa sena cosa 



converge verso il limite zero , cosa si va avvicinando al raggio , cioè 

ad i, dunque in questa ipotesi il rapporto si avvicina esso pura 

cosa 



al limite i; pertanto resta dimostrato che 

tana 

lim. =1. 

sena 



Or, pel principio precedente , essendo l'arco a compreso fra tana 
je sena, ne segue con più forte ragione che : 

lim. — - — =1. 
sena 



92. Da quest' ultimo principio emerge , che se un orco è molto 
prossimo a zero , il valore numerico di esso arco avrà con quello del 
suo seno una differenza insensibile , per modo da potersi trascurare. 
Per altro ci sarà facile assegnare una forinola che c' indichi un limite 
di questa differenza. In effetti, qualunque sia l’arco a si ha i 



( 1 ) 



sena=2sen 4-a cos ~a ; 
2 2 



ma quando l’ arco a è minore del quadrante si ha (n.i 46 , 92) pure : 




1 

sen — a ^ ^ 

>— a, e quindi 2sen— a>a cos — a, 

cos — a 



dunque la (1) diverrà: sena>acos* -^a. 

Or, essendo, pel primo de’ principi soprascritti, sen y a a, 

r 111 a* 

« d' altronde cos*— a=l — sen*- a, sarà cos* — a> 1 — — ; dunque con 

piu forte ragione sarà sen<f>a — r , o vero 

4 

<2) a— sena<^ . 

Pertanto per un arco minore del quadrante, la differenza tra esso 
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t il suo seno i minore de la quarta parte del cubo del medesimo arco,' 
per modo che questa differenza sarò tanto più piccola per quanto più 
piccolo sarà l’arco. 

93. Premessi questi principi , passiamo ora a la formazione de le 
tavole , supponendo , come è in quelle di Callet , che la differenza 
tra due archi qualunque de la serie da calcolarsi sia di 10". Partendo 
dunque da un arco di questa grandezza , ed osservando che il numero 
de’ secondi contenuti in una mezza circonferenza è 648000, e che questa 
stessa mezza circonferenza riferita al suo raggio , preso per unità , è 
rappresentata dal numero 3,14159 26535 89793, ritenendo sole 15 cifre 
decimali, se ne inferirà che l’arco di 10", riferito esso pure a la stessa 

... , , . . 3,14159 26535 89793 .. 

unità, sarà espresso dal quoziente — — — , il quale con- 

vertito in decimali dà: 

(3) arcl0"=0, 00004 84813 68110 ec. 

Questo medesimo numero, per quel che ora innanzi si è veduto 
(a.* 92), potrebbesi prendere ancora pel valore di senlO"; ma per sa- 
pere con precisione sino a qual ordine di cifre decimali questi due va- 
lori tra loro si accordano , bisognerà ricorrere a la forinola (2) e per 

ciò si dovrà trovare il valore di (are 10")'. Or, ritenendo le sole 

prime cinque cifre nel valore di arclO", si ha : arcl0"<0, 00005, 
laonde ; 

i(arc 107<0, 00000 00000 00032; 

ma come per la (2) arclO" — senl0"<-^ (arclO")’, sarà con più forte 
cagione : 

arclO''— senl0"<0, 00000 00000 00032, 

donde si vede che la differenza tra i detti valori de l’ arco e del seno 
di 10", potrebbe, al più, cadere da la tredicesima cifra decimale in 
poi, avuto riguardo a le cifre trascurate; laonde il valore (3) de lar- 
colO", arrestato sino a la tredicesima cifra decimale, potrà prendersi 
ancora pel valore di senlO", e quindi si potrà con moltissima app:os- 
simazione ritenere che 

(4) senl0"=0, 00004 84813 681, 

sicuri di commettere un errore minore di un’ unità del tredicesimo or- 
dine decimale, come è facile verilicare. 

Trovato una volta il valore di senlO", s’ avrà quello di coslO", 

per mezzo de la formola cosa=v/ 1 — sen'a, che dà in questo casq 

(5) coslO"=V^ 1— sen'10"=0, 99999 99988 248, 




« 
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Per continuar la tavola , potrebbcsi fare uso de le forinole cjie 
danno senfa-f-6), e cos (a-t-6); facendo successivamente a=10", 6=10''; 
a=20", 6=10'', ec.; ma v’ ha de le formale più acconce al calcolo 
numerico , c che qui appresso androni dichiarando. E primamente espor- 
remo quelle dovute ni geometra Simpson. 

94. Ne le formolo (5 c 7.84) pongasi r in luogo di o, ed a in 
luogo di 6, e s’atrà : 

( sen'>-f-o;=2cosa sen.r — senfr- — a), 

' ' ( cos(r-|-cr— 2cosa cosa- — cos r — a); 

donde si vede che se si abbia una serie di archi in progressione per dif* 
fetenza a, i loro seni formeranno uno serie ricorrente , la cui scala di 
relazione sarà 2cos«, — 1; e lo stesso ha luogo ancora pe’ coseni : in 
guisa che conoscendo i seni A e B o i coseni A', 11' di due archi con- 
secutivi , aventi per differenza a, si conoscerà il seno C d’ un terzo arco 
consecutiio de la progressione, moltiplicando 1$ per 2cosa , ed A per 
— 1, indi addizionando i due prodotti, così che sarà: C=2Bcosc — A; 
similmente si avrà il coseno C', moltiplicando li' per 2cosa, A' per — 1, 
e addizionando i prodotti, per modo che si avrà : C'=2B'cosc — A'. 
Dietro questo principio , dinotando con m cd » i valori (4) e (5} di 
senio" e coslO”, formeremo la seguente tavola, partendo da l’arco 
di zero gradi : 

sen 0° =ft, cos 0°=1, 

senl0”=m, coslft"=n, 

sen20"=2n senio", cos20"=2n coslO" — 1 

sen30”=2n sen20" — senio, co«30"=2n cos20" — coslO", 
sen40"=2« sen30" — sen20", cos40''=2n cos30" — cos20", 
ec, cc. 

e con queste formolo si potrà formare una taroia di seni naturali per 
gli archi crescenti di 10" in 10". Per altro a le formolo (6ì si puà 
dare tal forma da rendere più semplice il calcolo numerico; in effetti 
esse possono prendere dapprima il seguente aspetto : 



scn(r-f-a)=2scnr-t-2cosa sen.r — 2senr — senfr — a), 
cos(r-t-a}=2cosr-f-2cosa cosr — 2cosr — cosfr — a), 

e quindi si avrà : 

scnfr-l-a) — senr=senr — sen(r — a) — 2(1 — cosa)senr, 
cosfr-4-n, — cosr=cosr — cos(.r — a) — 2(1 — cosa)cosr, 

o più semplicemente ; 

( sen(r+a) — senr=senr — senfr — a) — Asenr, 
i. ( cos(r-f-a) — cosr=co?r — cosfr — a) — A’cosr, 

ove fi sta per rappresentare il valore di 2 — 2cosa , il quale è un no- 
merò piccolissimo ; perchè quando l' grco a è pochissimo differente da 
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toro, parimente cosa differisce pochissimo da 1 , c nel caso supposto 
che gli archi , cioè , progrediscano con una differenza di 10" è 

(8; k=2 — 2cosl0"=0, 00000 00023 504. 

Posto ciò essendo indenticameute 

(9) senx-t-a)— se n .r-f-sen (x-Hi) — sena;, 

(10) cos(x-+-a)=cosx-|-cos (x-Hz) — cosx, 

si vede che per ottenere il valore di sen(x-d-a) basterà aggiungere a 
scìix la differenza sen(x-t-a) — senx ; per avere quello di cos(x-l-a) ba- 
sterà aggiugnere a cosx la differenza cos x-f-a, — cosx. Or, queste dif- 
ferenze si ottengono in virtii de le forinole (7;, togliendo da le diffe- 
renze senx — sen x — a' , a cosx — cos'x — a), corrispondenti a due archi 
precedenti ad r-fo, rispettivamente il. prodotto di k per senx o per 
cosx. Si vede dunque che I’ operazione più lunga è la moltiplicazione 
di senx o cosx per k, la quale però , stando ai noti artifizi di calcolo 
che s'insegnano in Aritmetica , può esser abbreviata. 

Per dar un’applicazione de le forinole (7), facciasi x=a=10"; 
allora si avrà : 



sen20" — scn 1 0"=sen 1 0" — senO" — Ssen 1 0", 
cos20" — cos 1 0"=cosl0" — cos 0 1 — AcoslO"; 

«a , in virtù de le forinole (4) e (5) del n.° prec. , del valore (8) di 
e perchè senO''— 0, cos() n — 1 , si ha : 

senio*— sen0°=-|-0, 00004 84813 681, 
coslO"— cos0°=— 0,00000 0001 1 752, 

A senio"— 0,00000 00000 001, 
k cos 10"=0, 00000 00023 504, 

sen 1 0" — sen0 ° — k seri 1 0"=+-0 ,00004 848 1 3 680, 
eoslO"— cos0 °— k cosl0"=— 0,00000 00035 256; 

dunque* secondo le (9) e (10), 

scn20"=scnl0"*i-0,0000i, 84813 680, 
cos20"=>cosl0"— 0,00000 00035 256, 

cd in (ine 

scn20"=0 ,00009 69627 36f, 
cos20"— 0,99999 99912 992.. 

Trovati i valori di sen20" e cos20", si otterranno facilmente te diffe-i 
renze sen20" — senio", cos20" — coslO"", da la prima de Te quali si to- 
glierà Asen20", ed il resto aggiunto a sen20" darà il valore di sen3Q"; 
e similmente togliendo da la seconda differenza Acos20", ed aggiun- 
gendo it resto, col segno che Io affetta , a cos20 % sì avrà iltaton? dì 
«os 30"; e cosi appresso. 
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Un’ osservazione importante a far sul calcolo numerico testé indi- 
calo si è , che, a motivo de gli errori che si vanno sempre ppiù accu- 
mulando su le ultime eifre di ciascun valore che si calcola, è mestieri 
prolungar le operazioni oltre il numero di cifre decimali che voglionsi 
ritenere nelle tavole. D'altronde potrebbersi verificare i risultamenti ot- 
tenuti , con quelli che per altra via si otterrebbero, ponendo cioè un 
più grande intervallo tra un arco e l’ altro , come per esempio da 9® 
a 9°: una simil tavola può facilmente esser formata , c noi ci conten- 
teremo di accennarla , polendola riscontrare , se si vuole , nella Trigo- 
nometria di Legendue (*) o in quella di Leceiicuf. de Fodrcy (**). 

In fine egli è sufficiente calcolare i soli seni e coseni, e solo da 0® 
sino a 45°; 1° perchè le altre linee si ottengono per le note formole 
(4), (5), (6), (7) del n.° 24; 2° perchè come altrove (n.° 37) si è veduto 
la ricerca de la linea trigonometrica d’ un arco maggiore di 45° ridu- 
cesi a quella de la stessa linea o di altra corrispondente ad un arco 
compreso tra 0° e 45°. 

93*. Quando si tratta di calcolare le linee trigonometriche per gli 
archi minori del quadrante si può fare uso ancora di serie che facil- 
mente deduconsi da le (14 e 15,61) come le ricavò I'Eclki (*”). Po. 

nendo nelle dette formole s in luogo di mx, e quindi — in luogo d* 

tn 

si avran le altre due 



coss=cos m - — — — cos” 1 ' 3 - seri* - -f-ec. 

«» 1.2 m m 



m-i s 

senz=m cos — sen — 
m rn 



3 m(m — 1) (»n — 2) z 



1.2.3 

le quali possono ancora scriversi cosi : 

1.2 



-cos 



— sen* — hec., 
mm 



cosz=cos”* — ■ 



7 / 1—2 2 . Z 

cos — sen* — f-ec. 
m m 



Bens=m cos” 1 * 1 — sen — - 
m m 



<'-=) («-=) 

1 .2.3 



fli.t •* * 

cos — sen — hec* 
m m 



Supponiamo ora che 1’ arco s, o vero mx, resti d' una grandezza de- 
terminata , e facciasi aumentare indetioitivamente m, diminuendo per 
conseguenza indeflnitivamente x: allora convergendo m verso il limite 



TI Lece*»»»— Trigonometria ; XXII. 

I | Lefubcre dk Focrcy — Lefons de Géométrif analytique; n.* 56, 
< ) Eoler — Introducilo in analytin infinitorum , u.* 134, 
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» , Torco — convergerà verso il limite zero , ed il suo seno tenderà a 

i» 

divenirgli sempre più eguale , mentre il coseno convergerà verso il li- 

I 2 

mite 1; nel tempo stesso te frazioni . ec. convergeranno verso 

t» m 

il limite aero; onde in questa ipotesi le formole precedenti si cambie- 
ranno nelle scgueati: 

.1 



cosz=l- 
o meglio 

(11) 

(12) 



m 



1.2 



m 



eosz=i- 



-+-ec.; sena==m 



m 



1 . 2.3 



m* 



4-ec. 






1.2 



1 . 2.3 



— ec. 



seiu=s- 



• ee. 



1 . 2.3 1 . 2 . 3 . 4. 5 



Per mezzo di queste formole dovute a Newton, e ebe son sempre eoo- 
vergenti , si potran calcolare il seno ed il coseno d’ un arco , espresso 
esso pure in parti del raggia. 

ARTICOLO II. 

Esposizioni IO l'SO DI LE TÀVOLE DEI LOGARITMI DE LE 1LVEB TRIGONOMETRICBl. 



96. Conoscendo il vantaggio che si consegue dai logaritmi , quan- 
d' essi possono essere adoperati nel calcolo numerico, non si è mancato 
sostituir, nella pratica, ai seni naturali i loro logaritmi : ci è parso 
quindi necessario T additare qui appresso le norme da tenersi nell'uso 
de le tavole logaritmiche de le lince trigonometriche. E dapprima con- 
viene osservare che se, come ha luogo nelle tavole dei logaritmi dei 
numeri, accanto ad un logaritmo si scrivesse il valore de la linea tri- 
gonometrica, cui esso appartiene, allora ci sarebbe bisogno d’un’altra 
tavola, ove accanto al valore numerico di quella linea trigonometrica, 
fosse scritto in gradi l'angolo che Le corrisponde; queste seconde tavole 
sarebbero propriamente quelle di cui innanzi abbiamo parlato , cioè le 
tavole de' seni naturali. Ad evitar dunque l'uso d’ una doppia tavola, 
e sopratutto perchè lo scopo principale nella risoluzione de - triangoli , 
ove vi fossero de gli angoli incogniti, è quello di trovare questi ango- 
li , e non le loro linee trigonometriche , si è convenuto di scrivere 
accanto al logaritmo d'una data linea trigonometrica, non il suo va- 
lore , sibbene quello de T angolo ad essa corrispondente. A render più 
chiaro quanto saremo per dire, trascriveremo qui appresso per intero 
una tavola estratta da quelle di Lalande , con sette cifre decimali , 
essendo queste tavole sufficienti per quegli usi ove non si richiede una 
precisione squisita. Inoltre facciamo fin da ora avvertire che, siccome 



Digitized by Google 




8$ TRIGOSOMKTHU 

ì seni ed i coseni di qualunque arco , non che le tangenti de gli ar~ 
chi minori di 45°, son minori del raggio c perciò di 1 , i loro loga- 
ritmi dovrebbero essere negai ivi (*) ; laonde ad evitar questi leganti», 
si sono in vece scritti nelle tavole i complementi logaritmici di tutte 
quante le linee che in esse trovatisi registrate , così che ogni caratte- 
ristica dcvesi considerare come contenente 10 unità di più. 




0 D’ Xsdriì» — Elementi ti Algebra ; n.* 289 
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Come si vede nella prima , e nell' ultima linea orizzontale di que- 
sta tavola trovansi segnale le linee trigonometriche col solo numero 
dei gradi de 1' angolo , trovandosi i primi segnali nella prima e nef- 
V ultima de le colonne verticali , nelle quali i numeri indicanti i pri- 
mi progrediscono in ordine inverso ; in quella a sinistra , progredi- 
scono secondo la serie naturale, scendendo , e- in quella a dritta avvie- 
ne il contrario; ma si nell' una che nell’ altra, la differenza de la pro- 
gressione è di 1' , o vero 60'. Prendendo un qualunque numero in u- 
na di queste colonne estreme , e percorrendo la linea orizzontale, fin- 
ché non si giunga a l’altra , sì troverà in questa un nuovo numera* 
che aggiunto al primo dà per somma 60' : parimente , preso il nume- 
ro di gradi scritti in testa di una qualunque colonna intermedia , ed 
aggiunto a quello che trovasi scritto al piede de la stessa, si avrà per 
somma 89'. La disposizione di questi numeri è dunque tale, ehe pre- 
so un numero di gradi superiormente o inferiormente , ed un numero 
di primi nella prima o nell’ ultima colonna ; e preso P altro numero 
di gruiii scritti inferiormente o superiormente , ed il numero dei pri- 
mi seguati nella colonna ultima o nella prima , e nella stessa linea o- 
rizzonlulc con quelli presi nel primo caso ; si avrai) due numeri di 
gradi e primi , che addizionali darai) per somma 90", vai quanto dire 
indicheranno essi due archi complementi l’uno de l’altro, e appunto 
perche tali , mentre 1’ un numero di gradi vicn preceduto da una de 
le caratteristiche se», tan , col, cos, l’altro è preceduto da una de le 
catleristiche cos , col, tan , un; poiché, come si sa (n,.* 26), il se- 
no , la tangente , la cotangente , il coseno d’ un arco eguagliano il co- 
seno, la cotangente , la tangente e il seno de 1’ areo complemento. 
Prendendo , in grazia d’ esempio , scn 23" nella linea superiore e 48' 
nella prima colonna, e prendendo cos 66° nella linea inferiore, e quin- 
di salendo nell’ultima colonna, fino a trovare 12', clie è in una stes- 
sa linea orizzontale con 48' ; indi percorrendo questa linea orizzonta- 
le , come nella tavola di Pitagora , fino ad incontrar nuovapvcnte la 
prima colonna verticale s’incontrerà il numero 9, 60o8923! , il quale, 
rappresenta il logaritmo tanto di sen 23" 48' , quanto di cos66° 12'. 

Si faccia bene attenzione , che facendo uso di queste tavole, non 
si troverà mai , in corrispondenza d’ un logaritmo , il valor numerico 
de la linea trigonometrica , sibbene , come più sopra è detto , il va- 
lore de 1’ arco (minore di 90°) , il quale avrebbe una tale linea ; tro- 
vandone segnati i gradi in testa o al piede de la colonna de le linee 
trigonometriche , ed il numero de’ primi nella prima o nell' ultima co-, 
lonna de’ primi ; avvertendo dippiù , che qualora il numero de’ gradi 
dev’ esser preso superiormente , quello de’ primi verrà preso nella prima 
colonna ; e quando il numero de’ gradi dev’ esser preso inferiormente,, 
quello dei primi verrà preso nell’ ultima colonna. / 

97. La disposizione de’ logaritmi e de le loro differenze è fondata 
su la natura stessa de le linee trigonometriche. Si sa , in fatto , che ai 
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crescere un arco da 0* a 90° , il suo seno e la sua Ungente crescono 
con esso : laddove che il coseno e la cotangente van diminuendo. Inol- 
tre, dinotando con a ed a' due archi , si ha : 

log cota=log 1 — c.log tana=10 — log tana 
tana 

k)gcota'=log — c.log Una'=10 — log tana’, 
tana 

linde 

log cota' — log cola= — (log Una' — lag Una). 

Per queste ragioni vedonsi i logaritmi de’ seni e de le Ungenti 
crescere con l’arco, ed avvenire il contrario per quelli de’ coseni e de 
le cotangenti. Come pure vedesi che la differenza fra due logaritmi di 
Ungenti è uguale a quella dei logaritmi de le cotangenti de gli stessi 
archi, ma di segno contrario. 

98. Premessi questi principi intorno a la disposizione de le tavole, 
passiamo ad esporne 1’ uso ; per la qual cosa supponiamo nota la teo- 
ria de’ logaritmi de’ numeri ordinari , la quale rimane la stessa quando 
viene applicata a quella de le linee trigonometriche , essendo che que- 
ste , al modo come vengono considerate in pratica , sono altretUnti 
numeri ordinari. Quindi è che, analogamente ai logaritmi di quest’ ulti- 
mi numeri, possiamo stabilire le seguenti regole. 

JRMOLA Kl TROVARE IL LOGARITMO DEL SENO O DE LA TANGENTE D 1 DN DATO ARCO , 
CHE NON SI TROVI NELLE TAVOLE. 

Si prenda, nelle tavole, il logaritmo del seno o de la tangente di 
queir arco che ha lo stesso numero digradi e di primi del dato; segnato 
questo logaritmo , si moltiplichi la differenza de le tavole per I' eccesso 
de V arco dato su quello preso , e si divida il prodotto per 60 ; il quo- 
ziente che si ottiene, e che rappresenta la parte proporzionale (*) si ag- 
giunga a la mantissa del logaritmo preso, badando di far cadere la pri- 
ma cifra del quoziente in quel posto di decimali, che le compete, giusta 
V ordine de' decimali contenuti nella differenza tavolare. 

H La regola per trovare la parte proporzionale discende immediatamente dal 
principio , ebe gli aumenti dei numeri segnali nelle tavole son proporzionali a 
quelli dei logaritmi corrispondenti. Cosi dinotando con il numero di secondi 
contenuti in un arco dato, con 0 * la differenza dei logaritmi de'due archi tra’ quali 
è compreso il dato, e che differiscono Ira loro per I', o vero G0", e finalmente 
con p la parte proporzionale, che conviene aggiungere al logaritmo preso nelle ta- 
vole , per avere il cercalo , si ba i 

60": donde P=f$ 
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Esempio. — Vogliasi il log sen 23° 34' 53* 
Calcolo . — log sei» 23° 34'. . 

2893X33 



log sen 23° 34' 53*=. . „ , 

A Io stesso modo si trova log tan. 



M 

9,6018600 
. . 2557 
9,6021157 



Regoli per trovare il logaritmo del coseno o de la cotangente d’cn dato arco, 

CHE NON TROVASI NELLE TAVOLE. 



Si prenda , da le (avole , il logaritmo del coseno o de la cotangente 
di quell'arco , che ha lo stesso numero di gradi e lo stesso numero di 
primi aumentato di {' (*). Si moltiplichi la differenza de le tavole per 
r eccesso de f arco preso nelle tavole sul dato ; indi il prodotto si divi- 
da per 60 , e si aggiunga come sopra. 



Esempio. — Si voglia il log cos 66° 22' 18" 

Calcolo . — log cos 66° 23' . . 



2888X42 




log cos 66° 22' 18'— 
Lo stesso metodo si terrà per trovare log col. 



9,6627278 
. . 2021 
9,6629299 



Regola per trovare il complemento logaritmico del seno o de la tangenti. 



Si prenda, nelle tavole, il complemento logaritmico del seno o de la 
tangente di queir arco , che ha lo slesso numero di gradi de l'arco dolo, 
e lo stesso numero di primi aumentalo di /' ; si moltiplichi la differenza 
de le tavole per f eccesso de f arco preso nelle tavole sul dato , e si di- 
vida per 60; in fine il quoziente si aggiunga come sopra. 



Esempio. — Trovare il com log sen 23" 41' 8' 

Calcolo . — com log sen 23° 42' . . 



p.p. 



2879X32 
60 ' 



com log sen 23" 41' 8'=. 
Al modo stesso si trova com log tan. 



0,3958304 
. ; 2495 
0,3960799 



H In questo caso si prende il logaritmo de 1’ arco prossimamente maggiora, 
essendo che , come più sopra è detto in ordine ai coseni e a le cotangenti, il co» 
seno o la cotangente minore aon quelli che corrispondono a l'arco maggiore , e do- 
vendosi fare uso di addizione ne’ logaritmi , convien prender sempre il logaritmo 
del numero prossimamente minore. Ved. Dlutùffi-wElemenU d'algebra] n.* 2M, 
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Regola per trovare il complemento logaritmo del coseno o de la cotasMnte 
d' un Dato arco , che non si trovi nelle tavole. 



Si prenda , nelle I avole , il complemento logaritmico del coseno o 
de la cotangente di quell' arco , che ha lo stesso numero di gradi e di 
primi contenuti nel dato; si moltiplichi l'eccesso de l'arco dato sul preso 
nelle tavole, per la differenza tavolare, ed il prodotto si divida per 60; 
indi il quoziente si aggiunga come sugna ('). 



Esempio. — Trovare il com log cos 23° 38' 14 

Calcolo.— com log cos 23° 38'. , . 



p.p. 



2553x14 
: 60 : 



com log cos 23" 38' 14"=. 
Con un calcolo simile si trova com log col. 



0,0380533 
. , 122 
0,0380353 



Regola per trovare l'arco, quando è dato il logaritmo del seno,, 

DEL COSENO , DE LA TANGENTE , DE LA COTANGENTE. 

Si prenda, da le tavole, la parte decimale prossimamente minore a 
quella che trovasi nel dato logaritmo , e si noti l' arco connspondente ; 
si moltiplichi la differenza , tra il logaritmo dato e quello trovalo , per 
60 e si divida per la differenza de le tavole (“). Questo quozie nte, che 
esprimerà secondi , si aggiunga a quell' arco trovato , o pure si tolga , 
secondo che si tratterà di seni e tangenti, o di coseni e cotangenti. Ciò 
che odienti rappresenterà V arco cercalo in gradi , primi e secondi. 

Ma volendo, anche qui, evitare le sottrazioni nella ricerca de l'ar- 
co corrispondente a log eos , o a log cot , si potrà prendere invece la 
parte decimale prossimamente maggiore , r notarne l’arco corrisponden- 
te ; indi moltiplicare jur 60 Feccrssa del logaritmo preso nelle tavole su 
quello dato , e dividendo il prodotto per la differenza de le tavole , ag- 
giungere il quoziente a F arco corrispondente a la parte decimale nelle 
1 avole presa. 



(") Queste due ultime regole son fondate sul principio che nel trovare il com- 
plemento logaritmico d’ un numero . e volendo evitare la sottrazione, bisogna ser- 
virsi del complemento logaritmico del numero prossimaineute maggiore. (d'Andre*— 
Elementi d’ Algebra-, n. 296). Oc, i seni c le tangenti maggiori sono qur*i die 
corrispondono ad archi maggiori , cd i coseni c le cotangenti maggiori suo quelli, 
che corrispondono ad archi minori. 

|") La regola per trovare la parte proporzionale iti questo caso dipende dal- 

, S"S pXCO 

1 eguaglianza p=z — , trovata nella nota precedente , e che dà j 

60 i 



Digitized by Google 




TAVOLE TRIGONOMETRICmS 93 

Esempio 1.® — Trovare l’arco x dato da la forinola 

log senar=. . . • 9,6066844 
Calcolo. — log sen23° 41'. . . 9,6064373 



2271x60 

p.p.=- = 

v v 2863 • 



47”, 4 






;r=23 n 43'47”,4 
Egualmente si troverà l’ arco , quando n’ ò data la tangente. 
Esempio 2.® — Trovare I’ arco x dato da la forinola 



log cosx=9, 6060679 

1. ® Modo di calcolo. — log cosr= . . 

logcos66°12' . 

1756X60 

p.p.= — = .... 36 

y y 2863 

2. ® Modo di calcolo . — 

1110X60 



p.p.=- 



2863 



x=66° 11' 24". 

log COSJ^= . . . 

log cos66® 11'. . 

. . . 4-24' 

x=66° 11' 24". 



9,6060679 

9,6058923 



9,6060676 

9,6061786 



A lo stesso modo si troverà l’ arco x quando ne sia dato il loga- 
ritmo de la cotangente. 
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TRIG0XOMKTRIA 

CAPO 1Y. 



APPLICAZIONE DE LE FORMOLE DI TRIGONOMETRIA A LA 
RISOLUZIONE DE* TRIANGOLI RETTILINEI. 



ARTICOLO I. 

PRINCIPI C FORMOLE ANALITICHE. CHE OA ESSI SI DEDUCONO, PERLA RISOLUZION* 
ALGEBRICA UF.' TRIANGOLI RETTILINEA. 

99. La risoluzione d’ un triangolo, come altrove è detto (n, 21) 
consiste nel determinare tre de le sue parti , quando le altre tre son 
date. Or, sei cose, quanto sono appunto le parti d’un triangolo, es- 
sendo combinate a tre a tre, danno venti combinazioni ; e considerando 
le tre cose che entrano in una combinazione come gli elementi cogniti 
del triangolo, pare a primo aspetto, che venti dovessero essere anco- 
ra i diversi casi, che potrebbero presentare! nella sua risoluzione. Or, 
dinotando con A, B, C gli angoli del triangolo, e con a, b, c i lati 
rispettivamente opposti, e ponendo in evidenza gli enunziati casi, si 
può formare la tavola seguente : 



Elem. noti Elem. ignoti,' Elem. noti Eiem. ignoti. 

ABC . . , # . . .afte, Aab BCc , 

ABa Cbc, Aac BCb, 

ABb Cac, Bab ACc, 

ACa Bbc, Bac ACb, 

ACc Bab , Cac ABb, 

BCb • » * • • , •Aac, i^bc . . • , , , ,ABa, 

BCc Aab, Abc BCa, 

ABc Cab, Bac ACb, 

ACb Bac, Cab ABc, 

BCa Abc, abc ABC; 



da la quale si vede che 

1. ° La prima di queste venti combinazioni, trattandosi di triangoli 
rettilinei, dev’essere esclusa, perchè dà luogo ad indeterminazione (n.°21) 

2. ° Le sei seguenti comprendono un caso unico , che può enunziarsi 
cosi: dati due angoli ed un lato, opposto ad uno di essi, trovare le 
altre tre parti del triangolo. 

3. ° L’ ottava , la nona eja decima comprendono parimente un sol 
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caso , cioè : dati due angoli ed il lato ad essi adiacente , trovare le ri- 
manenti parti 

i.° Le altre sei che seguono abbracciano anche un caso unico , com- 
preso nel seguente enunziato : dati un angolo e due lati , uno de' quali 
sia opposto a l' angolo dato , trovare le altre tre parti. 

K.° La decimasettima , decimaottava e decimanona comprendono un 
altro caso unico , cioè : dati due lati e f angolo da essi compreso , tro- 
vare le parti rimanenti. 

6.° Finalmente l’ ultima combinazione comprende il caso : dati i tra 
lati, cercare i tre angoli. 

Pertanto i veuti casi che si erano da principio presentati, in virtù 
del numero de le combinazioni , son ridotti a cinque soltanto. Ma os- 
servando dippiù che , quando son dati due angoli d’un triangolo retti- 
lineo , il terzo è cognito pure, ne segue che a parlar propriamente il 
secondo e terzo de’ casi, testé enumerati, riduconsi ad un solo. Laonde 
il numero de’ casi distinti , che possono presentarsi nella risoluzione 
de’ triangoli rettilinei , riduconsi in ultim’ analisi ai quattro seguenti : 

I. Dati due angoli ed un lato , sia ad essi adiacente, sia ad uno di 
essi opposto , trovare le altre tre parti. 

IL Dati due lati ed un angolo , opposto ad uno di essi, trovare le 
parli che rimangono. 

ili. Bali due lati e F angolo da essi compreso, ritrovare le rimanenti 
parli. 

IV. Dati tutti e tre i lati , trovare gli angoli. 

100. Stabilita la precedente analisi, conviene dippiù riflettere, che 
siccome in ciascun caso vi sono sempre tre cose a determinare , per- 
chè il problema riesca determinato, saran sempre necessarie tre equazioni 
distinte fra gli elementi del triangolo. Cosi pel caso I , ove son dati 
due angoli , che chiameremo A, li, ed un lato c ad essi adiacente , ep- 
pure un Iato a, ad uno di essi opposto, e si van cercando le rimanenti 
parti C, a, b, o pure C, b, c, v’ ha bisogno di tre relazioni , cioè fra 



(1) 


ABcb, 


(2) 


ABca, 


( 3 ) 


ABcC , 


tn 


ABac, 


(2') 


ABab, 


(3') 


ABaC. 



Pel caso II, in cui son dati due lati a e b e l’angolo A, opposto 
ad uno di essi , e si van cercando gli altri elementi c, B,C, occorrono 
le tre relazioni fra 

(4) abAc, (5) ab AB, (6) abAC. 

Pel caso III, dinotando con a e b i due Iati dati , e con C l’an- 
golo compreso , son necessarie le tre relazioni fra 

(7) abCc, (8) abCA, (9) abCB % 
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Ed in fine pel caso IV v' lui bisogno de le tre relazioni fra 

(10) abcA, (11) abell, (12) abcC. 

Jn ordine a queste relazioni è da osservare ohe la (3) c la (3')i 
le quali sono analoghe, c che stabiliscono una relazione Ira tre angoli 
ed un iato, sono impossibili ad aver luogo, tenendo presente quanto sì 
spiegò nel n.° 16; imperciocché nella (3) o (3') v'òmia sola grandezza 
lineare , mentre ve ne sarebbe bisogno almeno di due. Onde se 1' an- 
golo C^uolsi determinare immediatamente, per mozzo de’ soli elementi 
dati, convien ricorrere ad altra relazione, come sarebbe quella già nota 
fra lutti c tre gli angoli. 

Le (1), (2), (!'), (8) c (9) costituiscono poi una relazionò unica 
fra due lati c due angoli , uno de’ quali opposto ad uno de gli angoli, 
e 1’ altro ad essi adiacente. 

Le (2') c (5) abbracciano un'altra sola relazione fra due lati e due 
angoli opposti. 

Ed in fine le (4), (7), (10), (11), (12) comprendono parimente u- 
na relazione unica fra tre lati ed un angolo. 

Rispetto a queste ultime relazioni pare che potesse Valere la me- 
desima conclusione che ha luogo per le (3) e (3'), e vale col fatto, quan- 
do un angolo si considera come una quantità concreta riferita ad unità 
di variabile grandezza. Ma se si ridetta che ad un angolo possiamo 
sempre sostituire una qualunque de le sue linee trigonometriche, ìe qonli 
in sostanza riduronsi a rapporti fra due grandezze omogenee, e perciò 
a numeri invariabili con qual siesi unità, allora si trova che un'equa- 
zione fra tre lati ed una de le linee trigonometriche di quest’ angolo, 
non è più assurda ; imperciocché quest’ equazione ridtiresi a contenere 
tre grandezze omogenee ed un rapporto , il quale non ha (n.* 17) in- 
fluenza alcuna su f omogeneità d un' equazione. Altrettanto però non 
può conchiudersi rispetto a le (3) e (3'), come è facile assicurarsene . 
sia che si voglian considerare gii angoli A, II , C- per se stessi, o pure 
ràppresentati da le loro linee trigonometriche. 

Pertanto , per la risoluzione de’ triangoli rettilinei, dobbiamo cer- 
care de le forinole proprie a stabilire le seguenti relazioni, cioè : 

1 .* fra ire angoli ; 

‘ 2.* fra due angoli e due lati , de' quali uno sia opposto ad uno di 
essi e V altro adiacente ; 

3.* fra due angoli e due lati rispettivamente opposti ; 

, 4.* fra tre lati ed un angolo. 

101. La prima di queste relazioni ci vien fornita da la Geometria, 
nel teorema su la somma de’ tre angoli del triangolo rettilineo , e che 
algebricamente esprimesi cosi : 

•( 1 )’ - 
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Le rimanenti si ottengono da questa , insieme al seguente 
Teorema. — In qual si voglia triangolo rettilineo i lati sono proporzio< 
noli ai seni de gli angoli rispettivamente opposti. 

Sia , in efTelli Alte ifig. 9) un triangolo qualunque , al quale in- 
tendasi circoscritto ii circolo , il cui centro sia O. Con questo stesso 
centro» e con un raggio Oa eguale a quello de le tavole, intendasi pa- 
rimente descritto un altro circolo, che incontri in a, 1», c, le congiungenti 
OA, OB, OC; congiungansi linalmente le ab, bc, ac, le quali risulteran- 
no parallele a le AB, BC, AC; poiché, essendo OA=OB=OC, ed Oa= 
Ob=Oc, si ha la proporzione OA ; Oa; ;OB ; Oh; ;OC : Oc; per questa 
stessa ragione i triangoli Oab, Obc, Oca, sono simili rispettivamente ad 
OAB, OBC, OCA, e danno le proporzioni : 

AB ; BC : AC: lab ; bc ; ac; : y ab y bc : y ac ; 

or j ab=senc=senC, ^j- bc=sena=senA, ac=seub=senB, dunque 
AB : BC : AC:;senC ; senA ; scnB. 

Pertanto, dinotando, come sopra , A, fi, C gli angoli del triangolo, ed 
a, b, c i Iati rispettivamente opposti , si avranno le proporzioni 

a : b ; c;;senA ; seni? : senC, 

<che dimostrano il teorema enunziato, e che equivalgono a le eguaglian- 
ze seguenti : 

P) 

senA seni? senC 

le quali , abbenchè in apparenza sien tre, pur le distinte sono sita- 
mente due, mentre in queste è contenuta la terza. 

Esse stabiliscono la terza de le relazioni richiesté , fra due lati e 
gli angoli rispettivamente opposti, e da la loro combinazione con la (1) 
si posson dedurre le rimanenti, come qui appresso andremo a sviluppare. 

102. Ma pria di passare innanzi giova fare un’ osservazione su le 
tre equazioni (2) scritte così : 

a b a e b c 

(2) = , = , =i= 

senA senfi senA senC senfi senC 



Questa osservazione è la seguente: permutando luna nell’ altra due de 
le tre lettere a, 6, c, ed altrettanto facendo per due de le altre tre lettere 
A, fi, C, che siano rispettivamente de lo stesso nome de le prime, una di 
quelle equazioni si cambia nell'altra : cosi permutando nella prima b in 
e c fi in C, essa si cangia nella seconda, c si cambia invece nella ter- 
za , quando si permuti a in c ed A in C, in guisa che conosciuta la 
prima , con uua semplice permutazione di lettere si formano le altre. 

8 
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È questa una legge la quale non ha luogo solamente per le Ire 
soprascritte equazioni , ma essa devesi verificare tutte le volte che fra 
taluni de' sei elementi a, b, c. A, B, C > vi sia un’ equazione che rac- 
chiuda ad un tempo lati ed angoli ; allora la permutazione d’ un lato 
c, per esempio , in b o in c, e quella de l’angolo corrispondente .4, in 
B o in C, e reciprocamente , deve dar luogo ad una nuova equazione 
che sussiste come la prima ; imperocché coteste permutazioni equival- 
gono a rimpiazzare un lato e il suo angolo opposto, con un altro lato 
ed il suo angolo parimente opposto; ma i lati, come gli angoli ancora 
entrando con pari circostanze nella formazione d’ un triangolo , quella 
relazione che ha luogo tra un Iato e il suo angolo opposto, quella stes- 
sa deve aver pur luogo tra qualunque altro de’ rimanenti lati , e 1’ an- 
golo ad esso opposto. Cotesta osservazione ci sarà utile in quel che se- 
gue , perchè ci esimerà dal ripetere un ragionamento già fatto. 

103. Dopo ciò, si osservi che essendo, in virtù de la (1,101) (’) 
l’angolo C supplemento de la somma A-\-B de gli altri due (n.° 23), 
sarà senC=sen(4-+-fl), o vero (1,56) 

(3) ser.C=sen4 cosB-+-senB cos4; 



ma per le (2,101) 



si ha : senC= 



csen4 



a 



cseni? 



dunque la precedente 



equazione può scriversi ne’ due modi qui appresso : 

(4) c=acoslM-<JsenZ?cot.4; c=òsen4cot/?-t-6cos4 ; 
donde si trae 



co 14= 



c — acoslf 
asen B 



e — 6cos4 

cot B— 

òse li 4 



Quindi, secondo l’osservazione del numero precedente , permutan- 
do nella prima A in B o in C, e quindi a in b o in c e reciproca- 
mente ; e nella seconda B in A o in C, e quindi b in a o in c e re- 
ciprocamente , formeremo il seguente sistema : 



( 5 ) 



cot 4= 
eotZ?= 
cotC= 



c — acos B 
asenB 
c— 6cos4 
6sen4 
a — ecosB 
ncu li 



b — acosC 
osenC * 
a— òcosC 
ftsenC ’ 
6 — eeos4 _ 
csen4 ’ 



O Per disattenzione la forinola (1), ultima de la pag. 96, e tutte quelle che 
«epurino nel presente articolo non formano serie consecutiva con le precedenti, e 
però nel citare una di queste formole abbiam dovuto segnare a canto al numero 
de la formula anche quella del paragrafo ove si trova, comunque stia nello stes- 
so articolo; il che è in opposizione al detto nella nota a pag. 28. 
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e queste formole stabiliscono lu seconda de le relazioni dimandate , fra 
due angoli cioè e dar tali , uno opposto e f altro adiacente ad tino di 
essi. 

104. Osservando che per la (2,101) «scnZfc=6sen4, la prima de le 
(4,103) diviene 

c=acosB-j-bcos.4 ; 

e quindi cambiando c successivamente in b o a, e per conseguenza 
B in C ® A in C avremo un altro sistema di formole, come qui ap- 
presso : 

(6) a=b cosC-f-ccosB, h=acosC-|-ccos.i , c=acosB-{-bco$A. 

105. In ftne da la terza dì queste ultime formolo si cava 

acosJ?=c — àcos.4 , 

e quindi elevando a quadrato, e rimpiazzando cos 'B col valore equi- 
valente 1 — sen 'B, e cosM con l’altro equivalente 1 — senM emergerà : 

a* — a*senJ?=e* — 2èccosj4-|-i* — ò’sen’,4 , 

ma asen2?=tsend, dunque rìducendo s’avrà : 

(7) <j*=è*-K — 26ceos.4, cos.4= 

2 bc 



Cambiando in quest’ ultima formula a in b, c viceversa, c quindi 
A in B; o pure a in c ed A in C, si otterranno altre due forinole, 
che insieme a la precedente, costituiscono il seguente quarto sistema 
di formole : 



/n\ t b*-\-c* — a* 

(8) cos-1= ^ . 



cos g=- a ^~ 6 * -, cosC= ^ 



2 oc 



‘■lab 



che stabiliscono la quarta relazione fra tre lati, cioè, ed un angolo. 

106. I sistemi di formole fin’ ora trovati risolvono completamente 
il problema propostoci , cioè risolvono algebricamente ciascuno de’ casi 
che può presentare la soluzione d’un triangolo rettilineo. Cosi la (1,101) 
insieme a due de le formole (2,101) servono a risolvere il caso 1 (n.°99); 
imperocché supposto essere A e B gli angoli dati , e c il lato dato , si 
avrà da quelle formole : 



(C) C=180° — (4-hB); (a) a— 



cscn.4 

senf 



(b) &=• 



csenB 

senC 



e con ciò rimangono completamente determinati gli altri clementi io- 
cogniti C, a, b. 

» 

i 
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Nel coso II (n.® 99), avendo luogo tra gli dementi doti a, b, A, t 
gli elementi ignoti c, li, C le tre relazioni ubAc, ab AB, abAC, si ca- 
verà il lato c da la prima de le 8,109) risoluta rispetto a c; si otter- 
rà l'angolo B, mercè una de le formolo (2,101); e l'angolo C lo si avrà da 
la prima de le (5,108; risoluta rispetto a cosC’; ili guisa che le forino- 
le per questo caso saranno le seguenti : 



(c) c=b cosizhy a* — 6* seti* ,4 

_ òscn/l „ 6 „ 

(B) seni?= ; (C) cos C= cot^senC. 

a a 



Si può osservare però, in questo secondo caso , come la forinola 
(c), in virtù del «loppio segno che contiene, dà in generale due valori 
pel lato c; similmente la forinola (B), determinando l'angolo B per 
mezzo del seno ci darà per quest’ angolo due valori clic saranno sup- 
plementi 1’ uno de 1' altro ; e lo stesso avviene per 1’ angolo C, deter- 
minato da l'altra formula (C); poiché per ridurre questa formolo a con- 
tenere una sola de le linee trigonometriche che entrano in essa, con- 
viene eliminarne l’altra, mercè la nota relazione scn’C-t-cosV=l, c 
quindi l eliminata verrò del secondo grado. Vedesi dunque che questo 
caso, algebricamente parlando, ammette una doppia soluzione. E sicco- 
me la formula (c), e quella che si ottiene da la (C), eliminando come 
ora si è detto , sono molte complicale, cosi varrà meglio determinare 
questi due elementi , non che il terzo , con le forinole fondamentali , 
cioè 



(B) 



senZ?=- 



bsen/i 



(C) C=m°—[A-+-B), (c) c==? s -- n -?. 

sen.4 



Nel caso IH (n.° 99) le combinazioni tra gli elementi noli a, 6, C, 
e gl'incogniti c. A, B, essendo abCe, abCA, abCB, si procederà a la sua 
soluzione trovando il terzo lato c mercè la terza de le (8,105), che ri- 
soluta rispetto a c dà : 

(e) e=y/ a’-f-ò’ — 2ab cos C, 

e quindi gli altri due angoli si avranno in virtù de le due formole 



(A) 



6— acosC a — òcosC 

cot/t= -, (B) coti?= , 

asenO òsent,' 



del sistema (5,103). 

Finalmente, pel caso IV (n.° 99) le combinazioni tra gli elementi 
dati a, b, c e gl' incogniti A, B, C essendo abcA, abcB, abcC, si a- 
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m 


Tramo 


subito da le (8,106) 




(A) 


b'+c'—a' 
cosd— 

26c 




(B> 


a'+c'—b‘ 
cos D= , 

2 ae 


\ 


(C) 


a'+b'-c' 

eosC— — 

2 ab 





107. Si può egualmente osservare che nella risoluzione algebrica 
di tutti i casi qui innanzi enumerati , le forinole distinte, de le quali 
li è fatto uso , riducorisi a le quattro seguenti : 



(I) 

(II!) 



cosA 



•4-4-fl-bC— 180', 
ò’-t-c*— a’ 



2 bc 



ni) -1 

sen.4 sen# 
c— acosB 

(IV) cot.-t= 

asenfl 



'Ma ciò che più è degno ili nota si è che la prima di coteste for- 
inole è propriamente una eondiziotie a la quale devono soddisfare gli 
angoli A, D, C, perchè non si cadesse in una indeterminazione assolu- 
ta. E per ferino, riflettendo che se nelle forinole (6,104) si considerano 
i tre lati a, b , c come le incognite di quelle equazioni queste , uon 
contenendo termine noto , dovranno dare valori indeterminali per a, 
è, c (*). Però se invece di cercare i valori assoluti di queste quantità,, 
si cerchino i rapporti che due di esse hanno con la terza, aliar» it nu- 
mero de le equazioni diventa maggiore di quello de k incognite, e ne- 
segue che dovrà esservi una equazione di condizione , che facilmente 
si ottiene; poiché sostituendo nella prima e seconda de le (6,104) il 
valore di c, ricavato da la terza , si otterranno le due equazioni 



asen’B=fc(co?C-4-co.s.-tcosR), òscn’.-t— «(cosC-f-cosAcosB), 

te quali danno 

« cosC-f-eosAcosfl' seu’A 

b * sen 2 B cosC-t-cosAcosB * 

« quindi successivamente 

senMse i i*B== / cosC-t-cosAeos B ,* 
scnAsenB=cosC-f-cosAcosB 
cosC=— (cosAeosfi — sen/lsenfli= — cosi A-4-B) 
A-t-B-+-C=180 o . 



i‘j D’ Axdmea — Elementi d algebra] n.’ 166 
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È questa appunto la condizione in discorso, la qunle come ▼diesi 
è la stessa (I). 

Pertanto , esclusa questa equazione (I), che più che un' equazione 
propriamente detta , ù l’espressione analitica d'una condizione che de- 
v’ esser verificata, se vuoisi che il problema riesca determinato , possia- 
mo affermare che le formolo distinte, uniche c sole necessarie a la ri- 
soluzione algebrica d' un problema di Trigonometria rettilinea sono [e 
(II), (III) c (IV), le quali, tradotte in linguaggio ordinario, costituiscono 
gli enunziati de’ teoremi seguenti : 

Teorema I. — In ogni triangolo rettilineo i lati non proporzionali ai 
seni de gli angoli rispettivamente opposti. 

Teorema lì. — In ogni triangolo rettilineo il coseno d'un angolo è ugua- 
le a la somma de' quadrali de' lati che lo comprendmìo, meno il quadra- 
lo del lato opposto , diviso il tutto pel doppio prodotto de' lati compren- 
denti l' angolo. 

Teorema HI. — In ogni triangolo rettilineo la cotangente tf tm angolo 
è uguale ad un lato adiacente , meno il prodotto del lato opposto pel 
coseno de rangola compreso fra questi lati, e il tutto diviso pel prodotto 
del medesimo tato opposto pel seno di quest’ ultimo angolo. 

108. Oltre ai principali sistemi di formole , trovate ne’ numeri 
precedenti, si possono avere ancora de le altre formole che da quelle 
si deducono , e che possono servire ancora nella risoluzione numerica 
d’un triangolo. Cosi avendosi da le (2,101) 

a send b sen B 

c senC’ c senC* 

sarà pure : 

^ a-H> sen.4-+-senJ3 a — b send — senC 

c senC ’ c senC 

ora, in virtù de le formolo (11,86) e (3,60), si ha : 

Ì send-f-scnB=2scn j (/t-i-Bjcosy ( d — B), 
scnd — scnC=2scn j (A — B)c osy (d-+-B), 
senC=2 sen Ccos j C, 

ma, per essere d-f-B-+-C=180°, risulta sen -^C=cos^(d-{-B), cos— *C= 
sen (d-f-B), e 1’ ultima di queste formole diviene : 

(11) scnC=2scn^- (d-f-B)cosy (d-f-B) , 
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quindi riducendo le (9) in virtù de le (10) e (11) avremo: 



( 12 ) 
o puro 
(13) 



a+b cos -f ( A ~ B ) a _h seni (A-B) 



seny C 



cos— G 
2 



a~\~b cos 7 o-6 



cosj(4-4-B) 



sen- [A+B) 



263 



e dividendo queste ultime due formole , se ne trae 



(U) 



a-\-b 
a — b 



tani {A+B) 
tanjM— B) 



or quest* ultima eguaglianza di rapporti equivale aduna proporzione cho 
può essere espressa col seguente 

Teorema. — In qualsivoglia triangolo la somma di due lati sta a ta 
loro differenza , eomt la tangente de ta metà de la somma de gli angoli 
opposti sta a la tangente de la metà de la differenza di detti angoli . 



ARTICOLO M. 



RlSOMIZlOSB M' MIRICA db’ MUSCOSI RBTTIitMK 



109. Dopo di aver poste Dell - articolo precedente, le formolo ge- 
nerali che danno la soluzione algebrica d’uri triangolo rettilineo, pas- 
siamo ora ad esporre l’ uso de le stesse nella risoluzione numerica dei 
medesimi triangoli. 

Caso 1. — Dati dite angoli ed un lata <1 un triangola rettilineo » tro- 
varne le parli rimanenti. 

Soluzione. — Sieno A e B i due angoli dati ed a il lato parimente 
dato , e sieno C, 6, e il terzo angolo e gli altri due lati che si cercano. 

In virtù de le formolo (1,101) e (2,101) avremo subito per la de- 
derminazione di queste incognite, le tre formole 



(C) 



C=180°— (d-f-C), (b) 6=A!2!l£_, 

send 



(c) c= 



ascnC 

send 



a le quali si applica immediatamente il calcolo logaritmico. 
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Esempio. — Sia .4=08° 12' 28", B=3V 43' 5", 0=142.35. Da I« 
(C), (b), (c) si avrà C=57° 4' 27"; 



_ 142.3.'} se n 54° 43' 5" 142.35 scn57" 4' 27" 

SPI168* 12' 28" ’ ^ sen68° 12' 28" 



log 142,3=. . 

p.p. 3051x0.5=. 

sen54° 43'=. 
894X5 



Calcolo numerico. 
2,1532049 I; log 142,3=. 



p.p. 



60 



1526 
9.911S328 
. . . 75 



com log sen68" 1 3'=0,C-}2 17 4 ? 
505X32 

p.p. — =. . . . 2(>9 



p.p. 



60 



1616 
3 470 



log 6=2,0974189 
log 1251=. 0972573 

0.4 

6=125.1 r 



. . 2,1532049 

p.p. 3051x0,5= . . . 1326 

log sei.57 1 4'=. . , 9,9239191 

819X27 „_ Q 

p.p. = . . . . 369 

1 v 60 

coni log sen68° 13'=0, 0321742 
X32 

p.p. — — — = 269 



p.p. 



60 



2735 

3373 



log r=2, 1095145 
log 1286= 1092410 

= 0.8 

0=128,68 



110. Da In forma stessa de le tre formofe fC), (b’ , (c) vedesi 
chiaramente rhe l'unica condizione a la quale eonvien soddisfare , per- 
chè questo caso abbia luogo , si è quella * he la somma di due angoli 
doli sia minore di 180°. 

111. Questo rn c o trova la sua applicazione nella determinazione 
de la distanza fra due punti A e C 'fij. 10), il secondo de' quali sia 
inaccessibile. A questo line si prende , a partire dal punto accessibile 
A una base AB in modo che da l' estremo 11 si possa scorgere l'altro 
punto inaccessibile C: indi fissando successivamente in A ed in B un 
grafometro (*) si misurano gli angoli CAB, CBA, che le visuali, dirette 
dai punti A e B a lo stesso punto C, formano con la base AB. Fatto ciò 
si avranno noti un lato AB e due angoli CAB, CBA del triangolo ABC, 
e quindi si potrà calcolare il lato incognito, o sia la distanza diman- 
data AC. 

112. Caso 11. — Dati due lati ed un angolo opposto ad uno di essi, 
determinare le parli rimanenti del triangolo. 



0 Strumento proprio per la misura de gli angoli sul terreno. 
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Soluzione. — Rappresentino a e b i lati, e .4 l'angolo dati; gli ele- 
menti incogniti B, C, c verran determinati da le tre forinole (n.° 106 
caso II). 

(B) senB=-senA, (C) C=180®— (A-|-B), (c) c= — enC - , 

a 1 SCIlA 

a le quali si applica immediatamente il calcolo logaritmico. 

113. Ciascuna di queste formolo dà due valori per l’elemento in- 
cognito che determina , come altrove (n.° 106) si è veduto, ond' è che, 
in generale, il problema ammetterà due soluzioni. Affine però di cono- 
scere da gli stessi dati del problema in quali casi abbian luogo le due 
soluzioni , e se sempre , dinoteremo con B 1 l' angolo acuto determinalo 
immediatamente da la formula (B), per modo che 180° — B‘, che rap- 
presenteremo con B", sarà l'altro valore de l'angolo B; ed osserveremo 
dapprima che, il seno essendo sempre minore di 1, è necessario, per- 
chè non si cada nell’ immaginario che sia àsenA<C<i- Supposta verifi- 
cata questa condizione necessaria , passeremo a la seguente 

Discussione. — 1.® Sia 6<ji, ed A<^90"; sarà senB<senA, c per- 
ciò B’<^A, e B">.4 . Or. sapendosi che al lato maggiore si oppone ran- 
golo maggiore, vedesi che il secondo valore B" dee essere rigettalo , 
perchè non soddisfacente a questa condizione; onde in questo caso non 
vi sarà che una sola soluzione. 

2. ° Se 6<gj, ed A>90 o , sarà pure senBOenA : prendendo quel va- 
lore di B, che al pari di A è ^>90°, cioè B", si avrà B"^>A> 90°, e 
perciò B'=180° — B"<;90'’<'A. Avremo dunque in questo caso, come 
nel precedente, che un solo de’ valori di B potendo soddisfare a la con- 
dizione in quel caso enunziata, vi sarà pure ima sola soluzione. 

3. ® Se 6<a, ed 4—90", il triangolo è rettangolo , e però non po- 
tendo I' angolo B essere altrimenti che acuto non vi sarà qui pure che 
una sola soluzione. 

4. " Se 6>a , ed 4<90°, sarà senB>senA , e perciò sarà l’angolo 
acuto B'>A, e l'ottuso B"^>A. Ambidue i valori B’ e B" soddisfanno 
a la condizione sopra cennata (l.°), e quindi il problema ammetterà in 
questo caso due soluzioni. 

5. ° Se 6>a, ed 4>90°, sarà senB>-sen4 : quindi essendo per ipo- 
tesi ^<3)0°, sarà B'<T.A; ed essendo B"y> 90° la relazione senB;>seuA 
darà B''<A. Onde in questo caso si B' che B" non soddisferanno a la 
più volte accennata condizione (1°), e perciò il problema non ammet- 
terà soluzione alcuna. Non supporremo 4=90°, quando b^>a; poiché 

avendosi allora senB=— >1 si cadrebbe nell’ immaginario trigonomet.® 

£1 i •» > 

6. ® Se b=a, sarà senB=sen.l; quindi B=A, o pure B=180® — 4. 
Di questi due valori il solo primo è ammisibile , e il triangolo cercato 
sarà , in questo caso, isoscele ; l’altro è da rigettarsi , poiché altrimen- 
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ti si avrebbe 80°, il che ò assurdo. Il problema adunque am- 

metterà in questo caso tuta sola soluzione , purché sia ^<90°. 

7.° Se òse n .4=a, sarà senfl==l,B'=B' — 90°. Le due soluzioni adun- 
que ridurransi in questo caso ad una sola , ed il triangolo dimandato 
sarà rettangolo in B, 

Pertanto il proposto problema ammetterà 

Due soluzioni, se j 4<C90°, ed a<ò. 

Una soluzione, se, essendo A qualunque, sia o>él 

Una soluzione, se òsend=a, ed il<90 o . 

Una soluzione, se 4<90° ed a=& 

Nessuna soluzione, se d“90°, ed a<ò. 

Nessuna soluzione, se òsend>a. 

Tutto ciò è d’accordo con quanto è detto ne gli elementi di Geo- 
metria (*}. 

114, Caso III. — Dati dite lati e V angola compreso , trovare le 
parti rimanenti del triangolo. 

Soluzione 1.* — Sieno a e 6 i lati dati , e C l’angolo da essi com- 
preso , si avranno gli elementi incogniti e, A e B mercè le forinole 

algebriche (n.° 106, caso IH) 

-, , . TI — 7T , . , . . 4 — acosC _ a — 6cos£ 

(c) c=V a -t-ò — 2aòcosC, (A) coL4= , (B) cot&= — 

1 ' * v ' asenC ' ' òsenC 

In questo caso terzo, come si vede, le formolo algebriche non si 
prestano facilmente al calcolo numerico, poiché le loro forme non so- 
no atte a potenici applicare i logaritmi; è quindi necessario cercare di 
trasformarle in modo che cotesta applicazione possa riuscire. Osseo an- 
dò pertanto che secondo la formola (9,60) cosC=l — 2 sen* y C la (c) 
potrà scriversi cosi : 

e=V^a*4-6* — 2aò-l-4aòsen*j C=vAa — ò)*-f-4aòsen*y C; 
è poiché 4 ab= — (a — 6)*-+-(a-+-ò)\ avremo ancora : 

c= \/ (a — ò)* — [(a — ò)’— fl+ò)*] sen* — C 



o vero 



(’) Lzoekdrz — Geometria, prob. Il, lib. 2. 
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f='a—b \/ cos* -i scn*-£ ! 



=(a— ò)cos-i C \A + [^ U>n‘ { C- 



Or se pongasi 



(H) —-Uni C=oot//, o vero tanifc=ii^cot , r C, 

1 ' n— b 2 tn-ò 2 

sostituendo e riducendo mercè le formolo (15,50) e (7,46) si troverà: 



(c') 



(a — b)ati— C 



sena 



In tal modo il terzo lato c si può eommodamentc calcolare mediani» 
le due formolo (H) e (c') facendo uso de le tavole logaritmiche; la prima 
di Uli formole dà il valore d’un angolo fi, il quale, servendo sussidia* 
riamente pel calcolo numerico de la formolo (c'), angolo ausiliario s'ap- 
pella; l’altra (c') poi dà il valore cercato di e 

Per trasformare in secondo luogo la formola (A), si osservi che da 
essa si trae 



Un.4= 



nsenG 
6 — acosG 



a 

-rseuC 

0 

1 — icosG 
b 



e quindi dinoUndo con £ un angolo ausiliario e ponendo 



(L) 



tanl=— senC, 
b 



, . o 
s avra: — : 
b 



tani 

senC 



a 

6 



cosC=Un£ 



cos C 



senC 



seni cos C 
cosisene 



e costituendo nella precedende espressione di tanA, riducendo e tenen- 
do presente la formola (3,56) s‘ avrà : 



(A'} 



tan.4= 



seni senC 
sen(C — £) * 



In cotal modo l’angolo A si potrà commodamente calcolare con 
i logaritmi , mercè le due formolo (L) ed (A'). Anzi riesce isemplicis- 
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simo il calcolo quando in luogo di a e 6 son dati i loro logaritmi „ 
come avviene quasi sempre ne’ calcoli geodetici ('). Dinotando simil- 
mente con L' un altro angolo ausiliario, l'altro angolo B verrà deter- 
minato dal complesso de le due formoic 



(L') 



touL'= — senC, (B‘) 
a 



tanB= 



senL'senC 
sen(C — V) 



115. Seguendo questa prima soluzione i tre elementi incogniti si cal- 
coleranno indipendentemente l’uno da l'altro, e ciascuno di essi di- 
pendentemente dai tre elementi noti; il che giova quando de' tre ele- 
menti incogniti se ne voglia conoscere un solo. Ma è chiaro che una 
volta determinato A mercè le due formolo (LJ ed (A 1 ), si può conosce- 
re il terzo angolo lì mercè la relazione fra i tre angoli, e il lato c con 
la formola fondamentale. 



(c") 



asenC 



c= 

sen/t 



Però siccome , cosi facendo, non si conoscerebbe se il calcolo prece- 
dentemente istituito per la determinazione di A contenga errori o pur no, 
si potrà calcolare lì mercè le formole (I/) e (B 1 ), e si sarà certi d'avere 
bene operalo, quando i due angoli calcolati A e B, insieme a l’angolo 
dato C, formano 180°. In generale bisogna evitare la determinazione di 
un elemento incognito mercè il valore d’ un altro ottenuto anch' esso da 
un calcolo precedente e che potrebbe essere falso , qualora non si a- 
vesscro dei criterii per riconoscere l’esattezza de le operazioni numeri- 
che eseguite. Ma quando si è sicuri di aver bene operato, può abbre- 
viarsi il calcolo , come qui innanzi abbiamo indicato, e come si vede 
ancora da la seguente soluzione. 

116. Soluzione 2.“ — Pongasi 

(m) m=acosC 

essendo m una quantità ausiliaria determinata da questa relazione » a 
cosi la formola 



(A) 



b — ocosC 

cot,i= _, 

asenC 



diverrà 



(A") 



tan.4= 



asenC 
6 — m’ 



e l'angolo A verrà determinato da queste due formole (m) ed (A*) op- 
portune pel calcolo logaritmico. 



Indi da la formola fondamentale (2,101) si ha 



(O 



asenC 

senA 



(*) àmìnti — Elementi di Geodeta ; peg. ir. 
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Mercè le forinole (m), (A") e (c") si otterranno con un calcolo 
più semplice di quello de la soluzione precedente , i due elementi in- 
cogniti A e c ; e quindi potrebbcsi avere ancora il terzo angolo B in 
virtù de la relazione /t-+-fl-|-C=180 o . 

117. Soluzione 3 * — Essendo conosciuto un angolo C del trian- 
golo , quest ultima relazione ci darà immediatamente il valore de la 

semisomma y (d-f-#)=90 i ’ — i-C de gli altri due angoli incogniti: 

allora secondo la (14,108) avendosi 

(A,B) tani (A— £)=*— tani (A-+-B)=- — coti C, 

potremo, coi logaritmi, calcolarci la semidiflerenza y ( A — B ) , essendo 
che , per esser date le tre quantità a, b, C, il secondo membro de la 
eguaglianza precedente è interamente noto. Quindi conosciuti y (A-\-B) 

ed y (A—B) si avrà subito (*) : 

A=i(A-M?)-t-i {A-B), B= y {A-JrB ) — y (A— B). 

II terzo lato c potrà calcolarsi con la formolo fondamentale (O («.* 
prec.) o pure, se si vuole mercè una de le formolo (12,108) che danno 

(a — 6) cos-i- C a-+-b) sen-^- C 

(O *= j — 

sen y (A — B) cos — (.4 — B) 



118. Soluzione 4.* — Finalmente quando in luogo di a e 6 ne fos- 
sero dati i logaritmi , si può adoperare un calcolo piu breve modifican- 
do la for m °l a (A,B) del n.° preesd. (“). In effetti scrivendo la detta 
forinola come qui appresso 



-T 1 

1 b 1 _ 

tan — {A—B) = cot y C , 

2 ' a . * 



e ponendo 

(M) 



tan.V=-r , 
o 



Cl D’ Andre* — Elementi d' .4l<jebra\ n.* H3. 
“I Amvntf — Elementi di Geodesia \ pa*. 19. 
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in cui M dinota un angolo ausiliario determinato da quest' ultima fon- 
moia, avremo (12,60): 

(A',B') tan - (A — B)= tan ' tf ‘ col i C=tan(A/-43°)cot j C 
2 tan.W-f-1 * 2 

cosi per mezzo de le forinole [M] ed (A',B') sì calcolerà la semidiffe- 
renza y (A — B) e quindi si compirà il calcolo come nella soluzione pre- 
cedente. 

119. Osservando che la formola (c) si può trasformare nell’altra 

c=y (a — ò/-H<iaàsen’^- C, e questa non divenendo mai immaginaria, 

qualunque sieno i valori di a, b, C; e parimenti osservando che, la 
cotangente d’ un angolo potendo avere tutti i valori possibili da — co 
a -H» , le formole (A) e (B) del n." 114 non divengono giammai as- 
surde , qualunque potessero essere i valori di a, b, C; se ne conchiude 
che, quali che si fossero i valori di due lati d’ un triangolo rettilineo , 
e quello de f angolo da essi compreso , sarà sempre possibile determina- 
re le altre tre parli del triangolo. 

120. Questo caso combinato col caso 1 (n.° 109) può servire a de- 
, terminare la distanza fra due puuti inacessibili. 

Sieno C e D (fig. 10) questi punti. In un luogo ove possa acceder- 
si, si prenda una base AB di lunghezza determinata, si misurino, con 
apposito strumento, gli augoli CAB, DAB, CBA, DBA. Allora, nel trian- 
golo ABC, e nell' altro ADB saran noti un Iato AB e due angoli a- 
diaccnli CAB, CBA, o pure DAB, DBA, quindi pel caso 1 si potran 
determinare i lati AC, AD. Or, essendo cogniti gli angoli CAB, DAB 
sarà pure conosciuta la loro differenza CAD, e però nel triangolo CAD 
si conosceranno due lati e I* angolo compreso , si chè potrà determinar- 
si il lato CD che rappresenta la distanza cercata. 

Esempio. — Sia la base AB=1345 P ,32, CAB=64° 33' 18", DAB 
= 38° 24' 19", CBA=50° 7' 38", DBA=72 U 39' 8"; e sarà ACB=180° 
— (CAB+CBA)=65° 17' 4", ADB=180 U — (DAB+DBA)=68 0 36' 33", 
e per le formole (b), (c) del caso 1 sarà : 

AE= ABsenABC _ |345,32Xsen50° 7' 38" 
senACB sen65° 17' 4' 

^_ABsenABD 1343,32Xsen72°39'8" 

senADB sen68° 36" 33’ ’ 
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Calcolo numerico. 



log 1348=. . . . 3,1287223 
p.p. 3228x0, 32 1033 



log sen 50° 7'=. . . 9,8849945 
109x58 

pp — «F“ 668 

com log sen65° 18'. . 0,0416712 
581X56 

PP 60 ’ • • 542 



log AC= 3,0556123 



log 1345=. . . . 3,1287223 

p.p. 3228X0,32 .... 1033 

log sen 72° 39'=. . .9,979776* 
394x8’ 

PP 60" 

com log sen 68° 57' . 0,0299939 

486x27 

P*P* uq • • • * » . 220 
log AD=. . . . 3,1386231 



Posto ciò, chiamando L un angolo ausiliario , le formole (L), (A'), ‘ 
(c*) de la soluzione 1*, applicate al nostro caso saranno : 



(1) 

(3) 



AD 

taaL=— senCAD, (2) tanACD=- 
AC 



sentsenCAD 
sen(CAD — L) 



__ ADsenCAD 

U)= . 

senACD 



al 



Pertanto, osservando che CAD=CAB — D AB=26°1 0 '59", si passerà 
seguente calcolo numerico. 

Calcolo de la formolo (1) 



AD 

tan£= — senCAD= 
AC 



ADsen26° 10' 59* 
AC 



log AD= 3,1386231 

com log AC= 6,9413877 

log sen 26" 10'=. . . . 9,6444226 



2570x59* 

p.p -- 

log tan£= . . 

log tan 28° 6'=. 



p.p. 



1853x60 
3040 



36" 



. . . 2527 



. 9,7276861 
. 9,7275008 



28° 6' 36", CAD— £=— 1° 55' 37" (*). 



O Quest' angolo essendo risultato negativo , il valore di tanACD dato da 
la (2) sarà negativo , e perciò 1’ angolo ACD sarà supplemento di quello che ha per 
tangente il secondo membro de la stessa (2) preso positivamente. Con questa os- 
servazioue si mena innanzi il calcolo riportato nel testo. 
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Calcolo de la formola (2) 

sen LscnCAb sen28° 6' 36'Xsen26° 10' 59" 



taaACD— 



P P 



sen(CAD — L; 
log seii28° 6'= 
2365X36 



p.p. : 



60 

log sen26“ 16'= 
2670X59 



60 



p.p 



com log scn 1° 56'= 
4927X23 



p.p.= - 



6058X60 



8012 



60 

log tan ÀCD= 
log tan. 80° 47' 

= .... 2 " 



senl u 55' 37' 
.9,6730319 

. . 1419 

9,6444226 

. . 2527 

.1,4718983 

. . 2884 

10,7900358 

7897800 



ACD=suppl. 80° 47' 2' =99“ 12' 58' 
Calcolo de la formola (3) 

ADsenCAD _ADseu26° 10' 59* 
s^iiACi) sen99° 12' 58 r 
log AD= . . . 3,1386231 

log scn ^6° 10' 53".=9 1 64'i6753 (*) 
com log sen 80° 48'=0,0056229 (”) 
205X58 . 

p . p= '6Ò— = - * ‘ • 198 



650 

PP ‘ 706“ 



log CD=2,788941l 
log6150= . . 7888851 

. . 0,89 



CD=615,089 



(*) Questo logaritmo è preso dal calcolo de la formola (I), ove entrava lo stes* 
•o angolo. 

("| Non essendovi nelle tavole le linee trigonometrielie de gli angoli maggio- 
ri di 90", si è preso invece il log del seno de l’angolo 80" ■47' 2", il quale è 
supplemento di 99* 12' 88", ed lui perciò lo stesso seno di quest'ultimo. £ que- 
sta un’osservazione che si terrà presente tutte le volte che noi calcolo numerico 
de’ triangoli s'incontrano angoli maggiori di 90". 
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Nell’ applicazione numerica precedente abbiamo Tutto uso de le for- 
inole de la prima soluzione (n.° Ili; a solo oggetto di fare le varie 
osservazioni segnate nelle note ; oltre a che non vi è stato bisogno di 
calcolarsi in numeri i lati AC, AD. Lo studioso potrà, per suo eser- 
cizio, risolvere il medesimo problema , ponendo in pratica le altre so- 
luzioni. 

121. Caso IV. — Doli i tre lati <T un triangolo reltilineo , deter- 
minarne gli angoli. 

Soluzione 1.* — Dinotando con a, b, f i lati dati , e con A, fi, C, 
gli angoli incogniti , le forinole che danno la soluzione algebrica del 
problema , sono come abbiano veduto (n.° 106, caso IV) 



cosA= 



t'-t-c* 



~ 2 bc 



' „ «’+c*— a a +6 a 

■> cos/J — ■ « coso — 



2«c 



2 ab 



Ma per la soluzione numerica è necessario che queste formole venis- 
sero rimpiazzate da altre a le quali si possa applicare il calcolo logarit- 
mico. A ciò facilmente si perviene col soccorso di talune semplici tras- 
formazioni. Di fatto, consideriamo soltanto la prima de le formole pre- 
cedenti, ed osservando che per la formola (9,60) cos.4=l — sen a — A , 
avremo : 

n *li . 6 a — |— c* — n a u* — i b — f )* (u-j— c—b a+b- c) 

Jsen — A. — 1 — ■ —■ ■ ■■ — • - . . — — : . , . . _ - " ■» 

2 2bc 2 bc 2bc 

e quindi 

<4) seni A = J (<t+c ~ ò; 

2 v \bc 

Similmente, essendo per la stessa (9,60) cos.4=2cos*i A — 1, si avrà; 



« ,1 , „ . b'- H'—a* (6-k)‘— a* (a+b+c) (h+e— a) 

2 2 bc 2bc 2 bc 

donde si trac 

( 5) «4 J= ^EEEipEi 

e dividendo la (4) per la (5) avremo : 



(6) 



tanÌA = v/:Ì ± C - fe}( ^- f) - 

2 (Vi ) -ò | r /i-f-c — a) 

9 
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Or , se per semplicità si ponga a-HH-c=2a, e perciò 

a-j-c — 6=2s — 2b='2(s — 6); a-t-ò — c=2(s — c); <h-c — a=2(s — o), si arri; 



sen±,= V'Ì^. «4^-V^. 

tani^=v/S^. 

2 s[s — a) 

Merci; una qualunque di queste forinole si potrà con 1* uso de' logarit- 
mi calcolare commodamente 1’ angolo A. Senza nuovi calcoli, ma solo 
cambiando A in li, o in C, e quindi a in b o in c, avremo per gli 
altri due angoli li e C: 




sen 



<B) 



rW : 



(s— a) (s— c) 



ac 



cos-^- j? = y^ 



S\$~b) 



ac 



tan 



i- n \/ s — a > fs ~ c ) . 

2 s(s — 6) 



(C) 



seni C =\/t^l±± t cosi C =\/<f=lK 
2 v ab 2 v ab 



tan 



i r-\ / («-")(«-*) . 
s,'* — c) 



Con qualunque de le tre linee seno , coseno , tangente , si calcoli 
ciascuno dei tre angoli , questi verranno determinati indipendentemen- 
te 1' un da T altro ; e però si può fare uso di questa soluzione , quando 
si tratta di determinare un solo di essi. Ma se si voglian tutti c tre ad 
un tempo varrà meglio servirsi de la seguente 

122. Soluzione 2.* — Dividendo (*) successivamente l’espressione 

di tan — A per quella di tan — lì c di tan^- C, e ricordandosi che in gene- 
rale tan.z= — 1 — , si troverà : 
cote 



coti. B— - — -cot i. A, 

2 “ 



s — a 2 

é queste due formole unitamente a l’ altra 



cotiC=Ì=lcot-U 
2 s — a 2 



tan 



1 A _ (S—C) 

2 s(s — a) 



(‘) Aiukte — Opera citata, pag. 15,' 
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daranno la più semplice soluzione numerica, quando si tratta di voler 
determinare tutti e tre gli angoli nel tempo stesso. 

123. Perchè le forinole relative a la soluzione di questo caso , e 
che ora abbiamo esposte , dessero risultamenti reali , è necessario o 
sufficiente che sia 

s — aT> o, s — ir>o, s — c>o; o vero a+0>ft, a-+-é>c, 

donde si deduce il noto 

Teorema. — In ogni triangolo rettilineo la somma di due lati è mag- 
giore , e la differenza è minore del terzo. 

Non è superfluo l'osservare che moltiplicando la (V) per la (5) e 

lenendo presente che senil=2seny 4cos— .4, si troverà: 

(7) sen.4=2 J *(s = aK^)Js = c). 

v bc *■ 

ARTICOLO 111. 



Formoi. e particolari per u risoi.cziose dei triascoi.o RKTUNfior.o. 



124. Le formolo algebriche trovate nell'articolo I, o le numeriche 
de l'articolo precedente, essendo generali per qualunque si voglia trian- 
golo , a \ rari luogo ancora pel triangolo rettangolo , e per applicarle a 
questo caso basterà supporre uno de gli angoli eguale a 90°. Comunque 
una tale sos’tituzione possa farsi in ciascun caso particolare, pure per- 
chè le formole speciali del triangolo rettangolo sono d'un uso frequente 
nella soluzione de le questioni analitiche , le riassumeremo qui appres- 
so , cavandole da le formole generali col supporre .1=90°. Con questa 
ipotesi e tenendo presente che scn90°=l, cos90°=0, si dedurranno 
da le formole generali (1) e (2) del n.°101, (9,104), (5,103), (8,103) 
le seguenti pel triangolo rettangolo : 

(1) B+C=90°, 



•rUe»* 

jfe «tossa! -u 



J 



(2) 


scn/J= — , 
a 


sen C— 




c 




( 3 ) 


cos B= — , 
a 


cos C= 


(*) 


lan R= — , 
c 


lanC== 
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(5) a*=6’-f-c* (*)• 

Esse corrispoiulono ai teoremi seguenti : 

Teorema I. — In ogni triangolo rettangolo la somma ile' due angoli 
obbliqui è uguale ad un angolo retto. 

II. — Il seno d' un angolo obbliquo è uguale al cateto opposto diviso 
per l’ ipotenusa. 

III. -— // coseno d' un angolo obbliquo ì uguale al cateto adiacente 
diviso per l' ipotenusa. 

IV. — La tangente d' un angolo obbliquo è uguale al cateto opposto 
diviso per l' adiacente. 

V. — Il quadralo de ! ipotenusa è uguale a la somma dei quadrati 
dei cateti. 

123. Da le forinole precedenti si ottiene subito la soluzione nu- 
merica d’un triangolo rettangolo; ma innanzi tutto è da osservare che 
ne’ triangoli di questa natura v'ha sempre un elemento cognito qual' è 
T angolo retto ; ond’ ò che , se nel caso generale si richiede che sien 
dati tre elementi d’ un triangolo per determinare gli altri tre , nel 
triangolo rettangolo basta darne solo due; cosi che i diversi casi che 
possa presentare la risoluzione d’ un triangolo rettangolo riduconsi ai 
seguenti : 

I. Dati r ipotenusa ed un angolo obbliquo, trovare le altre parti del 
triangolo ; 

II. Dati r ipotenusa ed un cateto, determinare le parli rimanenti; 

III. Dati un cateto ed un angolo obbliquo, cercar Ir altre parli; 

IV. Dati i due cateti, determinare le parti che rimangono. 

f) Queste medesime formolo possono dedursi ancora indipendentemente da 
quelle relative ai triangoli obbliquangoli , come da taluni si è fatto , ed ecco in 
che modo. 

Sia ABC (fìg. Il) un triangolo rettangolo in A; col centro C c con un raggio 
CM— I descrivasi I’ arco MI), e quindi si abbassi la per|ieiidieolare MP. la quale 
rappresenterà il seno de 1’ angolo C. Allora, j»er l’evidente simiglianza dei trian- 
goli ABC, MPO, si ottiene la proporzione 

BC:B.V::CM:MP, o vero a:c::l:senC, 

donde si trac 

jl) setlC=£, 

e similmente operando rispetto a I’ angolo U se ne trarrà 

(I') aen 

indi osservando che c perciò scnC=cosB, senB=cosC, queste due 

ultime formole daranno ancora 

(2) cosB=— (2') cos C=- 

* 1 a * ' a 
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126. Caso I. — Dati l' ipotenusa ed un angolo obblìquo, trovare 
le altre parli del triangolo , cioè P altro angolo obbliquo ed i cateti. 

Soluzione. — Si chiami a l’ ipotenusa , e li I’ angolo obbliquo dato;' 
si dinotino con C l'altro angolo obbliquo, e perciò con 6 e c i due 
cateti. Otterrassi l’angolo C mercè la relazione (1) 

(C) 

e quindi i due cateti in virtù de le forinole (2) , che danno : 

(b) b—asenB (c) c=asenC. 

127. E chiaro che per k possibilità de la soluzione di questo ca- 
so, richiedesi soltanto che l'angolo obbliquo dato sia minore di 90°. 

128. Caso II. — Dati /' ipotenusa ed un cateto , determinare le parti 
rimanenti. 

Soluzione. — Sin a l’ ipotenusa e b il cateto dati; e si dinotino 
con r l'altro cateto e con «, C ì due angoli obbliqui incogniti. 

Si determineranno questi tre elementi incogniti , in virtù de le 
relazioni (fi), (2j e I), che danno : 

(c) c=yV — 6*=y/(a-Hi; (a — 6); (B) seitB=-^ ; 

(C) C=90"—D. 

129. Perchè e riesca reale ò necessario che sia rT>6. Pippiù il 
doppio segno di cui può essere affetto il radicale, mostra clic c pud 
aver due valori eguali e di segno contrario. Similmente l’angolo B 
venendo determinato per mezzo del seno è suscettivo esso pure di duq 
valori, e quindi anche C avrà due valori; ond'è che, algebricamente 
parlando, questo caso ammette due soluzioni. Però se si rifletta che 

Inoltre la (1) c (I') danno c=asenC, b=acosC c quindi dividendo si ottiene 

13) tanfi=-; 

T b 

e parimente si troverebbe per mezzo de le (2) e (2') 

(a r ) tan2fc=— . 

c 

In fine , elevando a quadrato le due formole c=asenC. fc=acosC, indi addi- 
zionando , e tenendo presente che sen*C'q-cos*C=l, si deduce 

<4) a’=ò*-(-c a . 

Pertanto te formole il), (2), (3) e (4) souo le stesse ili quelle Ottenute «il 
festo mercé le formole generali 
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nella risoluzione numerica dei triangoli si cerca solo il valore assolu- 
to de gli elementi, allora la soluzione che deriva dal valore negativo 
di c dee essere esclusa, e quindi non resta che una sola soluzione. 

130. Caso 111. — Dati un cateto ed un angolo obbliquo, cercarle 
Olire parti. 

Soluzione. — Rappresenti b il cateto, e lì l’angolo obbliquo dati; 
e sieno a l'ipotcnusa, c l'altro cateto e 6’ l’altro angolo obbliquo in- 
cogniti. 

Si avranno questi tre elementi ignoti da le relazioni (1), (2) e (4), 
che danno : 

(C) C=90° — B; (a) a= — ; (c) r=òtanG. 

senti 

131. La possibilità de la risoluzione di questo caso richiede che 
sia 2?<90°. 

132. Questo caso trova la sua applicazione nella misura de le al- 
tezze verticali de gli edifizt. Sia in fatto AB ftj. 12) un edilìzio di cui 
vuoisi conoscere 1' altezza verticale AB : supposto il suolo orizzontale 
nelle vicinanze di questo edifizio, prendasi, a partire dal piede A, una 
distanza AE ad arbitrio ; si collochi in E un grafometro , e si misuri 
l'angolo DCB che fa con l’ orizzontale CD il raggio visuale CB , diretto 
ni vertice de l'edifizio. Fatto ciò si avrà un triangolo rettangolo in D, 
di cui conoscesi un cateto CD, e l'angolo obbliquo BCD, onde, in vir- 
tù del caso in questione, potrà determinarsi l'altro cateto BD, al qua- 
le aggiunta l'altezza AD del piede del grafometro, si avrà la totale al- 
tezza verticale AB. 

133. Caso IV. — Dati i due caldi trovare le parli che ritnaiujoiw. 

Soluzione. — Dinotino 6 e c i due cateti dati , e rappreseutino a 

l'ipotcnusa e B, C i due angoli ebbliqui incogniti. 

Si calcoleranno questi tre elementi ignoti mercè le relazioni (41, 
(1) e (2), che danno : 

(B) tanl?=^; (C) C=90°— B; (a) 

c sen B 

134. Osservando che la tangente , considerata positivamente, può 
aver tutti i valori possibili compresi tra zero e infinito, cosi nella for- 
inola (B) i due elementi b e c {tossono essere qualunque, e perciò la 
soluzione di questo caso sarà sempre possibile. 
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ESPRESSIONE DE L’ AREA DI TALUNE FIGURE PIANE ita 

ARTICOLO IV. 



Espressioni diverse de l’ area del triangolo, del parallelocrasdio, 

DEL QUADRILATERO E DEL POLIGONO REGOLARE. 



13o. Sia CAB o pure CAB' (pg. 13) un triangolo dal cui vertice 
C si abbassi su la base la perpendicolare CD, la quale cadrà dentro la 
base AB nel primo , che è acutangolo, e fuori la base AB' nel secondo 
triangolo , il quale è ottusangolo : chiamando S T area del triangolo 
ai remo, secondo un teorema di Geometria 



5==^ ABXCD, pel triangolo ABC, ed 
AB'XCD pel triangolo AB'C. 

Ma, essendo CAD un triangolo rettangolo in D, abbiamo secondo 
bi formula (2,124) Cb=CAseitCAB=CAsenCAB'. Pertanto, sostituendo 
il prima valore di CD nella prima de le (S) e l'altro nella seconda, 
avremo : 

S= j ABXCAsenCAB, 5=j AB'XACsenCAB', 




vale a dire che, sia il triangolo acutangolo o ottusangolo, avremo sem- 
pre il seguente 

Teorema. — La superfìcie d' un triangolo rettilineo è uguale a la 
metà del prodotto di due lati pel seno de l'angolo che comprendono. 

Laonde dinotando al solito con a, b. c i lati e con A, B, C gli 
angoli rispettivamente opposti d' un triangolo , avremo la forinola 



( 1 ) 



S=-i aftseuC. 



136. 



Ora (2,101) 6= 



asenR 

senA 



aseni? 
sen(R-t-C) ’ 



e senC=sen(A-hR) fc 



quindi la (1) potrà prendere ancora le forme seguenti : 

o* senBseri(A-f-B) 



a* senBsenC , 

(2) (3) 



senA 



per mezzo de le quali si può calcolare l'area dun triangolo^ conoite»» 
( Ione un lato e due angoli. 
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Inoltre , poiché in virtù de I» (7,123) . 

(*-» (*-') 

V ab 

la (1) divien pure : 

(4) 5=y4( .S 1 — "(I ! [s — b) (s — c). 

Questa elegante formolo , e commoda pel calcolo numerico , ci fa co- 
noscere la superfìcie d'un triangolo , cnuoscetulone ludi e tre i lati; ri- 
cordandosi pertanto che s dinota la semisomma de' medesimi luti. 

137. Da le precedenti formolo generali possono dedursi quelle re- 
lative. a qualche particolare specie di triangolo; non che quelle relati- 
ve al parallelogrammo, al quadrilatero cd al poligono regolare. Cosi : 

1. ° Se il triangolo è equilatero, essendo a~b==c , la (4) si riduce 
in questo caso ad 

(i>) «V 3. 

2. ° Se il triangolo ACB (pg. 12) è isoscele e sia <i=b, s’avrà.- 

(6) S=y o*senC. 

E poiché senC=2seny Ccos y C=2senj4cosA— sen2^ , la prece- 
dente formolo diviene 

(7) S=ia’sen2J. 

Inoltre, essendo CDB un triangolo rettangolo ed essendo DB=4 C * 

si ha (2,102) (i= , e però la ^ti; diviene 

2seni- c 

(8) 4i=-| c'cot j C, 
o pure, per essere cot yC=tan^, 

(9) S=~ c’tan/4. 

1 

3. " Dinotando con p la perpendicolare CD del triangolo isoscele (fig. 
12), avremo, in virtù del triangolo rettangolo A CD, b ~ — - — , cquia- 

C 0 S F C 
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di ia (1) si riduce a 
(10) S=apsen-^ C , 

e poiché asen C=BD= e, sari pure, come per altra via è nolo , 



:jP c 



( 11 ) 

4.° Nella medesima ipotesi del triangolò isòscele la (4) riducesi ad 

(12) S=j V /r ( 2a + c ) (2a— c).' 



La (9) dà la superficie del triangolo isoscele, quando se ne conosce 
la base e l'angolo adiacente ; la (7) quando si conosce uno dei lati e- 
guali e l’ angolo a la base ; la (8) quando si conosce la base e l’ ango- 
lo al vertice; la (6) quando si conosce uno dei lati eguali e l' angolo al 
vertice; finalmente la (12) quando si conoscono la base ed uno dei lati 
eguali. 

138. Da la forinola (1) relativa al triangolo, otliensi subito quella 
relativa al parallelogrammo , osservando che questo è doppio di quel- 
lo, quando abbiano eguali basi ed altezze , o pure quando abbiamo un 
angolo e i due iati che lo comprendono rispettivamente eguali. Quindi 
se dinotiamo con a e b due lati adiacenti d' un parallelogrammo, con 
C l’ angolo compreso , e con S la superficie , avremo da la (1) 

(13) S=rabsenC. 

E più generalmente ancora può aversi la misura d' un quadrilatero 
ABCD. In effetti condotte le diagonali AC, BD (fig. 15), detto m l'an- 
golo acuto BOC formato da queste diagonali , e osservando clic i quat- 
tro angoli intorno ad O han tutti uno stesso seno in valore assoluto, 
avremo che la superficie intera del quadriintero, essendo eguale a quel- 
la de’ quattro triangoli in che esso è diviso da le due diagonali, avrà 
per espressione 

(14) &=i (OAXOB+OBXOC-|-OCxOD-t-ODxOA)senni= 

i [0A(0B-+-0D)+0C(0B+01) ; ]scn»i=y ACXBDscnm. 

Dunque 

Teorema. — La superficie cf un quadrilatero è uquale a la mela del 
prodotto de le sue diagonali pel seno de l' angolo di loro inclinazione (*). 



(■) Due rette che si tagliano formano, in generale , quattro angoli intorno al 
loro punto d’ intersezione. Questi angoli sono due acuti e due ottusi, e presi con- 
secutivamente sono a due a due supplementi, e alternativamente sono eguali. Ora 
intenderemo per inclinazione di due rette uno de" due precedenti angoli acuti. 
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Corollario I. — La superficie d’ un quadrilatero ì meta dì quelta dì 
un parallelogrammo che ha per lati adiacenti le due diagonali del qua- 
drilatero e per angolo compreso quello che misura la loro inclinazione. 

Se pel vertice A si conduca AP parallelo a la diagonale BD, e dal 
vertice opposto C si conduca la perpendicolare CP, sarà PAC=BOC=m e 

PC=ACse nP AC= ACse nm ; (piindi l'espressione (li) diverrà j BDxCP. 

Laonde 

Corollario 11. — La superficie d' un quadrilatero qualunque è equi- 
valente a quella d' un triangolo avente per base una de le diagonali e 
per altezza la perpendicolare abbassala da uno de' vertici de V altra dia- 
gonale su la parallela a la prima condotta per i altro vertice opposto. 

Volendo dunque trovare il rapporto di due quadrilateri , si potrà 
trovar quello de' due triangoli formati al modo anzidetto , ciascuno in 
ciascun quadrilatero. 

Dinotando con d, d , le diagonali d'un quadrilatero e con m la lo- 
ro inclinazione ; e dinotando parimente con d 1 , d\, tu' le corrispondenti 
grandezze per un secondo quadrilatero , le loro superficie S, S 1 saranno, 
espresse da 

S=-^ disonni, $'=— d’d\scnm', 

* i 

e quindi 

S : S':;dd, senni : d'd^senm'. 

Pertanto si ha il seguente 

Corollario 111. — Le superficc di due quadrilateri stantio tra loro 
nella ragion composta de le diagonali e dei seno de l'angolo di loro in- 
clinazione. 

Se le inclinazioni sono eguali , allora S : Sy.dd l ; d’d’j e però» 
se S=.V , sarà pure dd=d'd\, o vero d ; d’\ '.d\ : rf 4 . 

Quindi 

Corollario IV. — Due quadrilateri sono equivalenti se le loro dia- 
gonali inclinandosi egualmente sono, dì più, inversamente proporzionali. 

139. Finalmente sia A BC. ..(/Sy. 1 6) un poligono regolare, e sia O 
il centro : congiungendo questo punto coi vertici, scomporremo il po- 
ligono in tanti triangoli , per quanti sono i lati del poligono , c che 
saranno isosceli c tutti eguali , perchè aventi ciascuno per base un 
lato del poligono , e per altezza il raggio del circolo iscritto. Quindi, 
dinotando con n il numero de’ lati , con a la lunghezza di ciascuno , 
con r cd r 1 i raggi dei cerchi iscritto e circoscritto , con C V angolo 
al centro , e finalmente ron S ta superficie del poligono, si troverà in 
virtù de le forinole (8), (6), (11) e (10), sostituendovi r' ed r in luo- 
go di a c p e mutando c in a : 

c na ° . I ^ c nr '* r c n c • t 

S=^_— col _ C, S=— seuC, 5= ar, g=mr sen- C ; 

4 * Z ** £ 
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poiché (*) C 
(lo) 



ESPRESSIONE DE t’ AREA DI TALUNE FIGURE MANE 12? 
4X90° 



-, s’avrà finalmente : 



(H) 



„ na* 180° /1/>N c nr'* 360° 

S=— cot , (16) S= sen 

4 n v ' 2 n 



S =I ar ' 



180° 

(18) S=nrr'sen . 

n 



(•) Lzcxmi — Geometria-, prop. 2. tó>. 4 4 
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. CAPO V. 

TRIGONOMETRIA SFERICA 



ARTICOLO I. 

Teoremi fondamento.! , e formole analitiche che se ne oemjcono. 



140. L’ analisi istituita al n. 99 , affine di conoscere il numero 
de' casi che poteva presentare la risoluzione (l'un triangolo rettilineo , 
si applica a lo stesso modo ai triangoli sferici. Convien però riflettere» 
che , trattandosi di questi triangoli . non è da escludersi il caso , in 
cui ne fossero dati tutti tre gli angoli; poiché, come altrove si è fatto 
avvertire, (n.° 21) questo caso è possibile ad aver luogo nei triangoli 
sferici: nè pure i casi 2.° e 3.° (n.° 99) possono ridursi ad un solo , 
come avveniva po’ triangoli rettilinei ; imperocché una tale riduzione 
derivava da T esser costante la somma dei tre angoli del triangolo ret- 
tilineo , c ciò non ha egualmente luogo pel triangolo sferico; potendo 
la somma dei suoi tre angoli variar tra i limiti 2 retti e 6 retti (*). 
Pertanto i casi distinti che può presentar la risoluzione d uri triangolo, 
sferico riduconsi ai seguenti : 

I. Dati i tre lati , \ 

II. Dati due lati e l’angolo compreso, J 

III. Dati due angoli e il lato compreso , I 

IV. Dati due lati ed uu angolo opposto ad uno t trovare le rimanen- 

di essi , £ li parti. 

Y. Dati due angoli ed un lato opposto ad uno! 
di essi , f 

YI. Dati i tre angoli , / 

Per la risoluzione del primo caso richiedesi una relazione fra i 
tre lati ed un angolo, con le sue analoghe. 

pel secondo caso si richiede una relazione come la precedente , 
ed un' altra (con la sua analoga) fra due lati e due angoli uno oppo- 
sto e l' altro adiacente. 

Pel terzo caso sono necessarie parimenti due relazioni come que- 
st' ultima , ed un’ altra fra tre angoli ed un lato. 

Pel quarto caso sono necessarie una relazione come quella del 
primo caso , un’ altra fra due lati e d ite angoli opposti , ed una terza 
come la seconda del caso secondo. 

l.rr.ENDRE — Ccomctria ; prop. 19, lib. 7. 
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Pel quinto caso occorrono una relazione fra due lati e due angoli 
opposti , una seconda come 1' ultima del caso precedente , e un’ altra 
fra tre angoli ed un lato. 

Pel sesto caso finalmente richiedesi una relazione come quest’ ul- 
tima , con le sue analoghe. 

Sicché le relazioni distinte riduconsi a le quattro seguenti : 

1. * fra tre lati ed un angolo ; 

2. * fra due lati e due angoli rispettivamente opposti ; 

3. * fra due lati e due angoli , I' uno opposto e f altro adiacente ; 

4. * fra tre angoli ed un lato. 

141. Premesso ciò passeremo a cercare sì fatte relazioni. Sia ABC 
[fig. 17) un triangolo sferico qualunque , e O il centro de la sfera: si 
menino i raggi OA, OB, OC e le corde AB, AC, BC; indi per un pun- 
to qualunque D situato sul raggio OA, si meni un piano perpendico- 
lare ad OA; questo piano taglierà i due piani OAB, OAC secondo due 
rette DE, DF, perpendicolari ad OA, 1’ angolo de le quali è quello di 
questi piani, ed è uguale a l'angolo BAC del triangolo sferico (*). Inol- 
tre poiché OA=OB=OC, ciascuno dei triangoli AOB, AOC è isosce- 
le , quindi ciascuno de gli angoli OAB, OAC è acuto , e perciò le in- 
tersezioni DE, DF dovranno, in tutti i casi, incontrar le corde AB, AC 
ne' punti E ed F, nel senso indicato da l’attuale figura. Congiungasi 
finalmente la EF. 

Si dinotino ora, al solilo, con .4, lì, C gli angoli del triangolo 
sferico e con a, b, c i lati rispettivamente opposti ; e parimente rap- 
presentino A', II', C' gli angoli del triangolo rettilineo ABC, c a', b', 
c' i lati rispettivamente opposti ; così avremo primamente , in virtù dq 
la forinola (3,26) 

(«) a'=2sen^-a, ò'=2sen{-ft, c'=2sen— c; 

indi, per la formola (7,105) si ha : 

(?) a'*=6'*+c'’— 26'cVosA', 

e sostituendo in questa i valori (a), e poi, ossscrvamlo clic, in gene-> 
ralc (9,60) 2sen*— x=l — cosx, si troverà, dietro facili riduzioni, 

(-/) cosa=cosò-KoscH-4sen-^ 6 seti j ccos.l' — 1. 

Inoltre, per la medesima formola (7,105), applicata ai due trian» 

f) I.egesdre — Geometria", pr. 8, lib. 7. 
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goli EAF, EDF e tenendo presente che EDF=.4, si ha : 

EF =AE -)-AF — 2AEXAFcosA', 
ÉF*==M%-DF* — SDExDFcosA ; 



e però sottraendo , e riducendo in virtù de’ triangoli rettangoli ADE, 
ADF, verrà : 



« 



COSii'= 



AD 

AEXAF 



.^_ DF cos.4 

AEXAF 



Or , in virtù de gli stessi triangoli rettangoli , e di più osservan- 
do , che , per essere isosceli i triangoli AOB, AOC, è 

EAD=90°— ~ AOB = 90°— j c,FAD=90 °— l - AOC=90°— j b, 

sarà pure 

AD i AD l , DE i DF 
— =scn — c, — =sen — b, — =cos — c, — =cos b, 

AE 2 AF 2 ’ AE 2 ’ AF 



quindi la (3) diviene : 

(e) cosA'=seny 6sen4 c-f-cos j 6 cos — c cos.4 

e sostituendo questo valore in (y) e riducendo con l’accennata forino- 
la 2sen*— x=l— -cosx, si troverà finalmente : 

(a) cosa=cosàcosc-l-sen6senccosA, o pure 

, , . cosa — cosòcosc 

(A) cos4= . 

sentisene 



Questa formola dà la prima de le chieste relazioni de la Trigono- 
metria sferica (n.° 140); essa è per ciò la fondamentale. Al S.r Vin- 
cent (*) è dovuta la esposta dimostrazione, la quale , abbenchè più lun- 
ga di quella semplicissima datane dai De Gca , non richiede però , 
come quest’ ultima , che la generalità ne fosse messa ad evidenza con 
la considerazione di casi particolaii, si come fece Amante (”). 

(’) Xouvellet annales de mathematiques; voi. I; pag. 33. 
j ) Opera citata-, pag. 25. 
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Inoltre sono da notarsi la formula (e) e le sue analoghe, le quali 
«ostituiscono il seguente sistema : 

I cosj4'=sen j b seny e-f-cos-^- 6 cos4 ccosA, 

cos2?'=seny a scn-j c -t-cos^ a cosy ccosB, 

cosC'=senY a sen-^- ò-|-cos-^ a cos-^- òcosC; 

e unitamente a le (a) servono a determinare gli elementi del triangolo 
rettilineo , formato da le corde d - un triangolo sferico , conoscendo gli 
elementi di questo ; nè si deve obbliarc che ne le applicazioni, le for- 
inole (a) debbonsi renderle omogenee, moltiplicandone i secondi mem- 
bri pel raggio de la sfera su la quale intendesi descritto il dato trian-i 
gole. 

Da la formola (A) poi si trae il sistema qui oppresso : 



cosA= 



(i) 



cosB— 



cosa — rosfteose 
sellisene 
cosi — cosacosc 



cos C — 



senasenc 
cose — cosacosi 



senese ni 



142. Mercè questo primo sistema di formole si potranno ricavarti 
le altre relazioni che ci siam proposti di ottenere. In effetti, elevando 
a quadrato la prima , e sostituendo a cos\4 il suo valore 1 — sen\4, q 
riducendo si troverà : 



senM= 



sen’isenV — cos’a — cos’icos'c+'2cosaco?icosc 
sen’isen'c 



e se nel numeratore si ponga in luogo di sen’isen'c il suo valore (21, 
81), 1 — cos’i — cosV-t-eos*icos"c e si dividano ambi i membri per sen’a, 
si troverà : 



senM 1 — cos*a— cos’6 — cos’c-t-2cosacosftcosc 

sen*a sen*asen*6scn*c 

Or, si osservi che la frazione del secondo membro è simmetrica 
rispetto a le lettere a, b, c, e però rimarrà la stessa, qualunque per- 
mutazione tra queste lettere si faccia , purché si faccia la corrisponden- 
te permutazione tra gli angoli A, B, C nel primo membro de In pre- 
cedente equazione ; quindi chiamando M il valore de la detta frazione 
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avrassi : 




sen'A 


sen'// 








sen'a 


sen'ò 


sen'c 


e perciò 










(2) 


seni 

sena 


senC 
sene ’ 


senA 

sena 


senC senB 
* ■ — ~ 

sene senò 



senC 
sene . 



Ciascuna di queste tre equazioni , le quali in sostanza non sono 
che due , essendo la terza una conseguenza de le prime , dà luogo al 
seguente 

Teorema . — In ogni triangolo sferico t seni de'lati stan tra loro come i 
seni de gli angoli rispettivamente opposti, analogo a quello de’ triangoli 
rettilinei (n.° 101). 

Abbiamo così in una qualunque di esse stabilita la seconda rela- 
zione fra due lati e due angoli ad essi opposti. 

« 113. Per avere ora la relazione 3 a , fra due lati, cioè, e due an- 
goli l’ uno opposto e ! altro adiacente , egli è chiaro che basterà , fra 
due qualunque de le (1), eliminare uno dei lati. Cosi eliminando cosò 
tra la seconda e la terza , verrà : 



cos/?senasenccosa-|-cos*acosc=cosc — scnasenòcosC, 

o vero, sostituendo a cos'a il suo valore 1 — sen'a, riducendo e divi- 
dendo per sena, si troverà : 

cos//senccosa=coscsena — scnòcosC, 

sene sen/? 

ma (n.° prec.) senò= , dunque sostituendo e dividendo per 

sene 



sene, avremo : 

cosZ?cosa=cotcsena — cotCseni?. 

Questa forinola dà, come si chiedeva, la terza relazione, e per- 
mutandovi le lettere a, 6 , c. A, B, C, come al solito, se ne trerran- 
no altre cinque ; cosi che s’ avrà il seguente sistema : 

cosi? cosa=cotc sena — cote sen B, 
cos C cosa=cotò sena — cot B senC, 
cosjB cose=cota sene — cotA sen B, 
cosA cosc=cotò sene — cotC sen .4, 
cosA cosfc=eotc senò — cote senA, 
cos C cosò=cota senò — cot4 senti. 
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14-i. Rimane da ultimo a trovare la quarta de le relazioni enun- 
ciate , cioò quella fra Ire angoli c<t un lato. E perciò è chiaro che con- 
verrà fra due di queste ultime equazioni (3), c propriamente fra quelle 
clic insieme contengono i tre angoli e due lati di comune , eliminare 
uno di questi luti. Or, per far l' accennata eliminazione, nella prima e 
terza di dette forinole , si sostituiscano a le cotangenti le loro espres- 
sioni equivalenti in seni e coseni ; avremo cosi le altre due equazioni 



cos/JcosasenC=- 



consonasene 

sene 



— cosCscnC 



_ , cosasencsen.4 , „ 

oos/»coscscn.4= cosasene; 

sena 



, „ sonasene . sencscn.4 
le quali, per essere (n. 119) =sen^4, =scnC, si 

sene sena 

cambiano nelle a Tire 

cos /Jcosflsen C=coscsen.4 — cosCsen lì, 
coslieosesen.il— cosasenC—cosJscnZ?; 

«donde si potrà ora facilmente eliminare uno de lati. Così si elimine- 
rà c, moltiplicando la prima per cos lì, e quindi addizionandole , con 
■che s’ avrà : 

c©s*J?eosasen£=cosascnC — cosCseniicos/Z — cos^lsen/?, 

•o vero , sostituendo a cos *7? il suo valore 1 — scn’ii, c riducendo s'a- 
\rà la relazione richiesta 

cos.l-(-cos7?cosC 

cosa= . 

seri Zi seno 



Cambiando in essa A in lì, ed a in b; o pure A in C ed a in c, 
otterransi altre due formole, clic, insieme a la precedente, costituiscono 
il quarto ed ultimo sistema di formole richiesto , cioò : 



<*) 



coso= - 



cos.‘l-4-cosfiros(? 
senZisenC 



cos 

cosc= 



Cos/l-4-cosvlcosC 
sentisene 
cosC— (-cos.leos/i 
scuciseli Zi 



3Q 
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1 15. Trovati questi quattro sistemi di formole , possiamo chiara* 
mente vedere come essi soli sieno sutlìcienti a risolvere il triangolo 
sferico in qualunque caso. In effetti , riflettendo clic per ottenere le 
formole relative a ciascun caso particolare che si considera, basta sce- 
glier quelle rhe contengono ognuna , insieme ni tre elementi dati, an- 
che l’ incognito ; allora scorgesi clic 

l.° Se son dati i lati a, b, c, si avranno gli angoli A, B, C, mercè 
le formole (1), cioè : 



, . , cosa — cosècose , , _ rosé — cosaeosc 

(A) cosA=— , (B) cos , 



scnèscnc 



sellasene 



_ cose — rosacosò 

(C) cos C= 

senasenò 



2.° Essendo dati i tre angoli A, B, C, si otterranno i lati a, b, c per 
mezzo de le formole (4), cioè : 

. , cosA-KosBcosC ,, , , cosO-t-cos.4cosC 

(a) cosa= , (bj coso= ■ 



senBsenC 



sen/lsenC 



(c) cose— 



cosC-t-cos/tcosB 



sen/lsenB 



3.° Dati due lati a, b, e l'angolo compreso C, si troverà il terzo 
lato c per mezzo de la terza de le formole (1), e gli angoli A e C s'a- 
vranno da In sesta e seconda de le (3), così che s’avrà; 

(c) cose — cosacostM-scnasenècosCr 



... cotasenò — cosCcosè _ colèsena — cosCcosa 

(A) col. 4= — , (B) cot B= — 



scnC 



senC 



4.° Dati due angoli A, B, e il lato compreso c, si troverà 1’ altro 
angolo C, mercè la terza de le (4), e i due lati a c b si otterranno 
da la terza c quarta de le (3); così che s’ avrà ; 

(C) cosC=scn.4senflcosc — coszlcosB; 

. , cot.'lsenB-f-cosccosB eot/Jscnd-i-cosrrosA 

(a) cota=— , (b; collie- . 

sene sene 



3.° Dati due lati a, b, e l" angolo A opposto al primo , s’avranno 
f tre elementi ignoti, mercè le formole prima de le (1), prima de le 
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(2) e ultima «lo le (3); cosi clic s' avrà : 



(A) 

(C) 



cosa — cos&cose 

cos^= — — ; (B) 

sonisene 



sen tì= 



sentisene 

sena 



cosCcosti=cotasenti — cottisene. 



131 



6.° Finalmente, dati due angoli A, B e il lato a opposto al primo, 
si troveranno gli elementi ignoti C, b, c mercè la prima (4), la prima 
(2) e la terza (3) , cioè : 



(C) 



cosa— - 



eos.-i 4-cos II costì 



sentì senC 



(b) senti= 



sentì sena 
sen^l 



(c) costìcosc=colasene — cotJsentì. 

146. Si può ora affermare che le forinole distinte de la Trigono- 
metria sferica sieno le sole quattro seguenti : 

sciiti sentì cosa — cosftcosc 

= , COSA—- , 

sena senti sentisene 



„ .ni cosvi+cosBcosC 

cosrlcosc=cottisenc — cottìsen.4, cosa= , 

sentìsenC 



«essendo che tutte le oltre registrate nei sistemi (1), (2), (3) e (4) son 
queste medesime, in cui però le lettere a, ti, c. A, lì, C si trovano 
permutate secondo una legge costante. Anzi se si riflette che la terza 
de le precedenti formolo può assumere ancora la forma seguente, cioè 



cottì 



cottisene — cos.lcosc 
sen4 



sì possono le dette quattro forinole de la Trigonometria sferica tradur- 
re in linguaggio ordinario , coi teoremi seguenti : 

Teorema I. — In ogni triangolo sferico, i seni dei lati stanno tra 
loro come i seni de gli angoli rispettivamente opposti. 

Teorema li. — In ogni triangolo sferico, il coseno d’ un angolo è 
uguale al coseno del lato opposto , meno il prodotto de' coseni de gli al- 
tri due lati, diviso il tulio pel prodotto de’ seni di questi ultimi. 

Teorema III. — In ogni triangolo sferico, il coseno d' un lato è ti- 
gnate al coseno de i angolo oppuslo , più il prodotto de’ coseni de gli 
altri due angoli, il tutto diviso pel prodotto de' seni di questi ultimi. 

Teorema IV. — In ogni triangolo sferico, la cotangente d’un ango- 
lo è uguale al prodotto de la cotangente del lato opposto pel seno del 
lato adiacente, meno il prodotto del coseno di quest'ultimo lato pel co- 
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sono de l'altro angolo ad esso adiacente , il tutto diviso pel seno di que- 
st' ultimo angolo. 

147. Paragonando attentamente il caso primo col secondo, il ter- 
zo col quarto, ed il quinto col sesto, \i si scorge cliiaramente una 
spiccata analogia non solo negli cnunziati, sibbene ancora nelle formo- 
lo . clic conducono a la loro soluzione. La ragione di questo fatto sta 
nella nota proprietà dei triangoli polari , la quale, come si sa (*), con- 
siste in questo, che dinotando con a, b, c i lati, con A, B, C gli an- 
goli d’ un triangolo sferico ; e con b\ c' i luti, con A', B', C' gli 
angoli del triangolo polare, si ha : 



(m) 



«'=180°— A, b' =180"— B, c' =180° — C, 
.4'=180"— a, B'=180 n — b , C'=180°— c. 



Or, nel caso secondo, essendo dati i tre angoli A. B, C saran pari- 
menti noti, mercè le prime tre relazioni (m), i lati a', b', c' del trian- 
golo polare; e perciò, seguendo il caso primo, pòtransi determinare i 
tre angoli A', B', C di questo medesimo triangolo; e quindi facendo 
uso de le seconde tre relazioni (m) , ne trarremo i luti a, b, c del 
triangolo proposto. 

Nel caso quarto, essendo dati due angoli A, B ed il Iato c tra 
essi compreso , saran pure , mercè le due prime e I’ ultima relazioni (m), 
noti i lati a', b' del triangolo polare, c l'angolo C' tra essi compreso, 
onde, seguendo la soluzione del caso terzo, potremo determinare il ter- 
zo lato c' e gli alti i due angoli A', B' di quest’ultimo ; c conseguen- 
temente , con P ajuto de le formule quarta , quinta c terza (in) , po- 
tremo dedurre i calori del terzo angolo G e de gli altri due lati a e 
b del triangolo proposto. 

Finalmente nel caso sesto, essendo dati due angoli A , B ed il 
lato a opposto al primo , mercè la .prima, seconda e quarta de de (m) 
otterremo i due lati a', b' del triangolo polare e l'angolo A' opposte 
al primo de’ detti lati; siche, seguendo la soluzione del caso quinto, 
potremo determinare gli altri elementi c 1 , B' , C di quest’ ultima 
triangolo, ed in seguito mercè la terza, quinta e sesta de le (m) ot- 
terremo gli altri tre elementi incogniti C, b, c del triangolo proposto; 

Pertanto , in fatto di soluzione di triangoli sferici , basta conosce- 
re la soluzione dei tre soli primi casi , per sapere ad un tempo risol- 
vere ancora gli altri tre. 

148. D’altronde, appunto per le relazioni (m) si può vedere chia- 
ramente come le formole del caso 1" dian quelle del secondo , c cosi 
pure quelle del terzo dien quelle del (piarlo, c -filialmente quelle del 
quinto dieno quelle del sesto. E per fermo , occupandoci del solo pri- 
mo di questi sistemi, dinoteremo con A, B , C gli angoli del trian- 
golo, supposti dati, come nel caso 2°, c con a, b, ci lati incogni- 



ti LEGEfiDRE — Geometria ; prop. 10, liti. T. 
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ti : allora , chiamando a’ , b' , c' i lati del triangolo polare , ed A' y 
B' , C' gli angoli, questi verrebbero determinati, con le forinole del 
primo caso , cioè : 

cosa' — cosò'cosc' cosò' — cosa'cosc' 

, cosB — ; 7 , 

seno sene sona sene 

cose' — cosa'cosò' 



cos.l'=- 



cqsC'= 



sena'senfc' 

essendo a'=180 o — .1, 6'=180°— B, c'=18(>°— C, ed A, B , C gli 
angoli dati del proposto triangolo; c quindi , osservando che, per con- 
tro A'=180° — a, B'=180° — b, C'=l80 n —c, essendo a, b, c i lati in- 
cogniti del triangolo proposto , e, ingenerale* cosx=— cos' 1 80° — x),. 
le Corniole precedenti dii ei ranno 



cosa= 



cosA-+-cosBcosC 



cosò=- 



cosB-trCos.teosC 



senBsenC 

cosC-)-cos,lcosB 



seinlsenC 



cos c 



sen.tseuB 



le quali sono appunto quelle del caso secondo. Ad un modo simile si 
trasformerebbero le forinole del caso terzo in quelle del quarto, e quel- 
le del quinto in quelle del sesto. 

ARTICOLO II. 

BlDCZIONE DE LE F0I1M0LE PRECEDENTI AL CASO DEL TRIANGOLO SFERICO RETTANGOLO. 



149. E facile operare una tale riduzione , osservando che per es- 
sere retto uno degli angoli del triangolo rettangolo , e supponendo che 
fosse appunto l’angolo ,1, si ha senA=scn90"=l , cos.t=cos90 0 =0, 
cotA=cot90°=0; onde , facendo queste sostituzioni nelle forinole in- 
nanzi trovate, che valgono per qualunque fosse il valore dei lati e do 
gli angoli, si avranno le forinole richieste. Cosi la prima de le formote 
(1,141) e la prima de le (4, lil) danno : 



( 1 ) 



coso=cos6cosc=co tBcotC; 



la prima e seconda de le (2,142) danno : 



( 2 ) 



seua= 



senft sene 



scnB scnC’’ 
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la terza c sesta de le (3,143) danno : 

(3) cota=colccos/?=cot6cosC; 



la quarta e quinta de le stesse formule (3, 1 43; danno: 



(*) 



sene; 



colli tnnò 
cotè tanZ# 



sen&= 



cot (7 
cote 



tane 

tanC’ 



finalmente la seconda c terza de le formolo (4,1 44) danno : 



(3) 



«enC= 



costì 
cosi» ’ 



senfl= 



cosC 

cose 



Le forinole (1), (2), (3), (4), (5), enunzìate in linguaggio ordi- 
nario dan luogo rispettivamente ai seguenti teoremi , relativamente al 
triangolo sferico rettangolo : 

Teorema 1. — Il coseno de l’ ipotcnusa è uguale, al prodotto de’ cose- 
ni de' cateti , o al prodotto de le cotangenti de gli angoli obbligui. 

II. — Il seno de l' ipotenusa è uguale al seno (T un calcio diriso pel 
seno de V angolo obbliquo opposto. 

HI. — La cotangente de l' ipotenusa è uguale al prodotto de la cotan- 
gente d' un cateto pel coseno de l’ angolo obbliquo adiacente, a questo ca- 
teto. 

IV. — Il seno d' un cateto è uguale al quoziente de la tangente del- 
l'altro cateto divisa per la cotangente de l'angolo obbliquo opposto a que- 
st' ultimo cateto. 

V. — Il seno d' un angolo obbliquo è uguale al coseno de l'altro an- 
golo diviso pel coseno del cateto opposto a quest’ ultimo. 

150. 1 segni convenienti a le linee trigonometriche d’un angolo, 
secondo la sua specie, ci pongono nel caso di trarre da queste ultime 
forinole , alcune notevoli proprietà del triangolo sferico rettangolo. E 
dapprima, da la forinola (1) cosa=cosk'osc=cot//cot6’, si rileva che 
il secondo membro sarà positivo o negativo secondo che cosò e cose, 
o pure cot lì c cot C avranno segni simili od opposti, cioè se b e c, 
o pure lì e C saranno de la stessa specie o di specie contraria ; nel 
tempo stesso coso sarà positivo o negativo, vale a dire sarà a minore 
o maggiore del quadrante; onde: l’ ipotcnusa d' un triangolo sferico ret- 
tangolo sarà minore o maggiore del quadrante , secondo che » due ca- 
teti , o pure gli angoli obbligui saranno de la stessa specie, o di specie 
contraria. 

Ragionando a Io stesso modo si vedrà facilmente, che la forinola 
(3 ' mena a l’altra conseguenza, cioè: l'ipotcnusa e un cateto saranno 
de la slessa specie o di specie contraria , secondo che f angolo obbliquo 
da essi compreso sarà acuto o ottuso. 
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In fine, osservando che l'angolo d’ un triangolo sferico è sempre 
minore di due retti, e perciò il suo seno è sempre positivo, si de- 
durrà da la forinola (5) clic il cateto c l atujolo opposto sono sempre di 
la stessa specie. 



ARTICOLO III. 



TRIS FORMAI tO.NB 01 TALUNE DE LE FORMOLE PRECEDENTI , PERCHÉ COMMODAMENTE TI 81 
POSSA APPLICARE IL CALCOLO LOGARITMICO. 

151. Le forinole analitiche relative a la soluzione del triangolo ret- 
tangolo, nonché quelle (2, 142Ì do' quattro seni, secondo la denomi- 
nazione di DKi.AMiinE, hanno una forma propria per applicarvi com- 
modamente i logaritmi , ma non avviene lo stesso per tutte le altre 
necessarie a la soluzione d' un triangolo obbliquangolo ; e però ci fare- 
mo qui oppresso ad esporre le trasformazioni varie che si possono fa- 
re su le forinole analitiche, per accomodarle al calcolo numerico. 

l.° — Trasformare la forinola (A,l4o,l°) 



(1) 



cos.4= 



cosa — eosicosc 



sentisene 

Sostituendo a cosA. l’espressione equivalente 1 — 2sen’-^- A , c poi 
riducendo s’ avrò : 



di 



1 sentisene 



cosa 



ma per la formolo (14,86) è 

cos(à — c) — cosa= — 2sen j d+J — c)sen-^ (i- 



=2scn — (a-j-i- 

dunque sostituendo nella (2) verrà 



c)sen j (a-i -c—b), 



( sen j (a-f-i— e)senj (a+c— i) 

se n’— A = 

2 sellisene 

laonde facendo per semplicità 

(3) a-f-i-i-c=2s, 

ed estraendo la radice si otterrà finalmente : 

-i’sen(s — e 



fi) 



\ ìa/sc'v 
sai- -1— y 



suos^uos 
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Questa formula è una prima trasformata de la (1): e possiamo ottenerne 
un’altra ancora, sostituendo in essa, in luogo di cosd , l'espressione 

equivalente 2cos 2 — .1 — 1, e quindi riduceudo s’avrà; 



(5) 




cosa — cos / /»+r) 
senèseiic 



ìndi osservando , come sopra , che 

cosa — cos(&-t-c)=2sen* sen(s — a) , 

sostituendo ed estraendo la radice dal risullamento , s’avrà la seconda 
formula richiesta 



( 0 ) 



1 . . ' som; sen s — a) 

C 0 S J A =\— T 2 ’ 



2 ’ sentisene 

Or, dhidendo la (4) per la (6), ottiensi : 



(') 



tan— A i/ scll ( s — tyson(* — c) 

2 scnssen(s — a) 



Abbiamo cosi tre formolo (4), (fi) c (7), mercè le quali l'angolo .t può- 
commodamente esser calcolato coi logaritmi. Esse han molta analogia 
con quelle trovate pel caso simile dei triangoli rettilinei (n.° 121), e 
facendo in ciascuna le solile permutazioni di lettere, per aver le ana- 
loghe per gli altri due angoli U o C, formeremo i tre seguenti sistemi; 



(A) 



t 

* \ 



(R) 



r 

sen — 



: — 6)scn(s — c) 
sonasene 



se li- 



se n - 



i _ y/ scn(s 

g ,/sen(s — a]scn(s — c) 

•_ ^/sen(» 



scnaseuc 



-a)sen(s — b) 



seiKisen b 



t / sen* sen(s — a) 

' ’ /Kpnr 



COS- 



COS— C- 



senhsenc 

P ./seiwsen's — b) 

sellasene 
, /scns sen s — c) 
' seiiasenò 



-1 



Digilized by Google 



FORHOLE PER LA RISOLUZIONE De’ TRIANGOLI SFERICI ITT 



tan— .4= \ 


j sen(.s — ft)sen(* — c) 


2 ’ 


senssen(s — a) 


tan j lì = ^ 


! sen(s — a sen(s — c) 




sens senta — 6) 


tan|- C—\ 


/ sen(s — a)sen(s — 6) 


sens sen(s — c) 



152. Perchè le formolo (A) e (B) non divenissero immaginarie 
trigonometricamente , è d’ uopo che le frazioni sotto i radicali risultas- 
sero <1. Vediamo per ciò a (piali condizioni bisogna soddisfare. E 
per rendere il calcolo più semplice consideriamo le (B) , anzi la prima 
sola, essendo che le altre due sono di forme simili a quella. Or per- 
chè la detta forinola risulti trigonometricamente reale, è necessaria 
che sia 



sensscn's — disenfisene , 

o vero, convertendo i prodotti in somme, mercè la formula (8,61), 
ed osservando nel ridurre che 2 s — a=fi-f-c, verrà cosrz<cos fi — c), e 
questa ineguaglianza dà luogo a 1’ altra o>6 — c , o vero (H-c>*fi- Si- 
milmente ragionando su le altre due formolc (B) si troverà a-f-fi^c» 
fi-f<>a. Sono queste le condizioni richieste, le quali dun luogo al se- 
guente 

Teorema. — In ogni triangolo sferico la somma di due lati qual un 
que è sempre maggiore e la differenza minore del terzo. 

Perchè poi tutti e tre i sistemi (A), (B), (C) conducessero a ri- 
sultamenti numericamente reali , è d’ uopo che fossero positive le fra- 
zioni sotto i radicali. Or i fattori sena, senfi, sene essendo positivi, 
perchè ciascun lato del triangolo sferico è <T80°, la condizione cnun- 
ziata sarà verificata, se i fattori sens, sen(s — a), sen(s — 6), sen(s — c) 
risultano de lo stesso segno ad un tempo; il quale segno dev'essere 
assolutamente il poiché in fatti se fosse invece sens<o . scn(s — a) 
<o, sarebbe pure s>180°, s — a>180°, e quindi 2s — rr>360°; o sia 
ricordandosi che 2s— a-| -6 | - c, sarebbe 6 -(-0*360", il che è assurdo. 
Dovendo pertanto essere scn£>o, sen(s — «)>o, seni* — fi)>o, sen(s — c ) 
>o, sarà in primo luogo «-080°, o sia a+fi-f-c<C360°, il che vuol dire 
che la somma de' Ire lati d‘ un triangolo sferico è minore di 360°. Inoltre 
per risultare positivi gli altri tre fattori precedenti , è necessario che 
sia s — ■a<180", — 6<V80°, s — c<Cl80°, o pure s — n)>o, s — O» , 
$ — c>o ; ia prima ipotesi darebbe fc-f-c — a<360 n , a+c — 60 3 60" , 
ri-)- 6 — c<360°, c queste condizioni sono sempre verificate ; la seconda 
ipotesi poi riconduce a le condizioni più sopra trovale, cioè 6+£>>u, 
a-\-cf>b , a-f-6)>c. 
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153. I soprascritti tre primi" sistemi di forinole (ciascuno de' qua- 
li è da se solo sufficiente a far determinare i tre angoli A, li, C, 
essendo dati i tre lati a, b, e del triangolo) messi in combinazione 
tra loro conducono ad altre formule ancora , ed a notevoli 'proprietà 
del triangolo sferico. Moltiplicando in effetti la prima (A) per la se- 
conda (B) , la prima (B) per la seconda (A), la prima per la seconda 
(B), la prima per la seconda (A), e riduccndo i risultamenti , mercè 
le ultime (A) e (B), se ne trae : 



1 . 1 „ senfs — b) 1 

sen— Acos — B= cos— C, 

2 2 sene 2 

1 „ t , sen(s — a) i „ 

sen— B cos— A— -cos— C, 



( 8 ) 



sene 



cosy Acosy J?=- 



sens i 

sen— C, 

sene 2 



1 i sen(s — e) i 

sen— A sen— B— sen— C. 

2 2 sene 2 



Posto ciò si addizionino e si sottraggano le prime due di queste 
quattro formule; lo stesso si faccia per le altre due, e tenendo pre- 
sento elio 



sen j Acos y Bzhsen -J- Ifcosy A=sen y (Adtff), 
COSy AcOSy jfcfcsCIly Ascny B=COS y 



si ricaverà ; 



« 



l , . sen(s — 6)-|-sen(s — a) i 

sen- (A+2?)= — S i -cos- C, 

1 sene 2 

1 . . ns sen(s — b) — scn(s — a) i _ 

* sene 2 

!.. sens — sen's — c) i „ 

cos - (A-+-B) = > -sen— €, 

2 sene 2 

f scnH-scn(s— e) i 

cos- (A — D) = i -sen- C, 

2 sene 2 
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Or, in virtù de le formule (11 e 12,86), e ricordandosi elio 
*= — (a | ò l c ), si troverà : 

senfs — b) — sen(s — a)=2sen -i (n — 6)cos — e, 

sen(* — 6-(-sen:'s — a)=2sen i-c cos i-(u — 6), 

sen*-(-sen(j — e^=2sen i- (a-f-é)cos y c, 

sen* — sen(s — c)=2seiiy c cos y (a+6); 

laonde, mercè queste relazioni, e l'altra senr=2scn y e cos i- c, le (9) 

si trasformeranno nelle quattro elegantissime seguenti : 

1 r 

t COS y C t 

seny (d+C) = — cos y (a— b) % 

cos y c 

1 Z’ 

cos — C 

1 2 ( 
seny (d — Bj j seny (a — 6), 

scn;yc 

t “ni C { 

cosy = j cosy («+&)> 

cosyc 

1 r 

, sen y C , 

cos- (d— tf) = seny 

* 1 

sen y c 

le quali da taluni si attribuiscono a Dflambre, c da altri a Gauss (*) 
che per vie diverse le hanno ottenute. Or, dividendo la seconda per la 
quarta , la prima per la terza , la seconda per la prima , e la quarta 
per la terza, si ottengono le celebri analogie di Neper, cioè; 

sen y (a— 6) 

tany (d_U;= i cotyC, 

sci' y («+*) 

1 , 

cos — ( a— o ) 

tany (d-f-i?) = -coty C, 

cos y (d+b) 

n Amine — Elementi di Geodesia ; pag J9. 
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m 



tan - (a— 6) : 



timi («-1-6) = 



seri- (.1 — 0) 



seiiy (.1+5) 
cosi (,1—B) 



tan-c. 



cos - (-1-1-0) 



tanyc. 



L' analisi ora esposta per giungere a le precedenti analogie è do- 
luta al Gkrgoxne; essa è la più semplice di tutte le altre che per lo 
stesso oggetto fino a questo punto siensi fatte. Ed è tanto più prege- 
vole in quanto a che , senza ragionamenti a parte , si trovano dimo- 
strate le formule (I)); c dippiii si ottengono ad un tratto tutte c quat- 
tro le analogie di Neper ; mentre con le dimostrazioni precedenti a 
quella del Gergonne , si ottengono due sole de le dette analogie , e 
le altre due si ricavano dietro la considerazione del triangolo polare 
(n.° 117). 

151. Dividendo la seconda c la terza per la prima le formole (C) 
si traggono le altro 
1 



(G) 



cot-^- B , ,, 

2 sen(s — 6) 



col— C 



scn(s — c) 



cot— A 

2 



t . sen(s — a) 



cot — A 
2 



sen(s — a) 



Queste eleganti relazioni son dovute a Moi.weidk ; c servono a 
determinare un angolo, quando, conoscendo tutti e tre i lati del trian- 
golo , se ne conosca pure un altro angolo (’). 

lo3. Divìdendo parimente l’una per 1* altra le (E) o le (F) si trova 



ai) 



tan- (A— B) 



tan-j (a— b) 



tan - (B+A) 



tan j fri-Hi) 



e questa relazione è analoga a quella trovata nel n.° 87 per i trian- 
goli rettilinei. 

lo6. Da la seconda e terza de le (D) si deduce 



( 10 ) 



sen - ( a—b ) 



sen ?e 



cos- 



■ {a - 1 - 6 ) 



COSy C 



seny (-1—B) 



COSyC 



COSy (A-t-0) 



I r 
sen — C 



(*) Si può vedere una dimoslrazionc geometrica di queste formole che ne ha 
data PeissMT nel tomo 1. de la sua Geodesia', pag. 93 (5.* ediz.). 
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Or, ne triangoli sferici csssendo ciascun angolo, non che ciascun 
lato minore di 180°, ne segue che ± C e \c sono minori di 90°, 

e pero i loro coseni sornn sempre positivi, ma tali sono ancora i loro 
seni, dunque i secondi membri di queste due ultime equazioni saran 
positivi anch essi ; donde segue, per conseguenza, che i termini de 
le frazioni dei primi membri debbono essere tutti c due de lo stesso 
segno , e però da la prima equazione si deduce che se o>6, sarà pa- 
rimente d>Z/ e per contro ; quindi emerge che se fra i tre lati a. b, 
c d un triangolo sferico vi esista la relazione a>ò>c, anche fra i tre 
ango 1 ,1, U, 6 avra luogo la stessa relazione /l>Zf>C, il che dà luo- 
go al seguente 

Teorema. — - In ogni triangolo sferico al lato maggiore si oppone 
l angolo maggiore, al medio il medio, e al minore il minore; e reci- 
procamente. 



Da la seconda poi de le stesse (10) si ricava, mercè le stesse os- 
servazioni precedenti, che i due archi! (a+6)e 1 (A+fl) debbono in 

pari tempo esser tutti e due minori , o tutti c due maggiori de la se- 
micirconferenza , e quindi la semisomma di due lati è de la stessa spe- 
cie de la semisomma de gli angoli opposti. 

ld/. binai mente se si supponga 80°, c quindi seni =sena, 

coso — cosa, si avrà da la prima e seconda de le foimole (1,141) 



rnc 4 cosfl-t-cosacosc cosa-f-cosacosc 

sonasene sonasene ’ 



onde cos B cos.l, c perciò .4— (— /?=1 80"; e questo risultamento uni- 

to al precedente dà luogo al seguente 

Teorema. — In ogni triangolo sferico se la somma di due lati qualun- 
epue è maggiore , eguale o minore di 180”, anche la somma de' duo 
angoli opposti sarà maggiore , eguale o minore di 180° ('). 

158. 2.° — Trasformare la formolo (a, 145,2°) 



di) 



cos/l+cosBcosC 

cosa= . 

senBsenC 



Applicando a questa formola trasformazioni analoghe a quelle ope- 
rate su la (1,151), o pure con la considerazione dei triangoli polari , 
e ponendo per brevità 

( 12 ) 



C) Amvstf. — Op. tfil. pag. il. 
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si avranno i tre seguenti sistemi di formole 



(P 



(K) 



sen 



sen 



t . / — -cos.Scos( $ — A ) 

d \/ 1 ■ . ■ - - - 9 

2 ' senBsenC 

1 _ / — cosScos(S — /f) 

2 ’ sen/tsenC 

1 / — cos.Sros(.S’ — C) 

2 ~~ V senzlsenfl 



I . /eos(S- 

T a =V — : 



cos(S — fl)ros(S — C) 



senfisenC 



cos(. S — t)cos(,9 — C) 
sen.-tsenC 



cos 



1 t /cos(S — /t)cos(S — B). 

— c *~~ v *'* *' ~ 1 y 

■* semtscnB 



Ì l . / — cosScos(S — /t) 

inn- a= \/ — : —, 

2 ' cos(5 — B)cosS — C) 

, 4 = v /^5®^bT, 

2 * cos(S — .t)cos(S — C) 

1 j — cos5ìcos(5 — C) 

tan 2 V cos(S — .t)cos(S — B) 

Ciascuno di questi tre sistemi può essere indistintamente adoperato nel- 
la risoluzione del triangolo sferico obbliquangolo , quando ne son doli 
gli angoli e si van cercando i lati. 

159. Dividendo la seconda e la terza per la prima queste ultime 
formole , otterransi le altre 



(Mi 



. 1 . cos(S — A) i 

“'V^e ^S=B) COl ì“- 

i cos (S—A) , 1 

cì tol T a; 



le quali possono servire a determinare un iato del triangolo sferico in 
funzione de' tre angoli e di un altro lato. 

160. Il segno meno clic affetta i numeratori de le frazioni nelle 
formole (I) ed (L) potrebbe menare a risultamenti immaginari , qualo- 
ra po’ valori dati de gli augoli A, D, C, que’ numeratori non divenis- 
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sero da loro stessi negativi. Questa sola condizione , rende interamente 
positive le frazioni ne’ radicali de le (I) , essendo che i denominatori , 
come rappresentanti il prodotto de' seni di due angoli , ciascuno dei 
quali è minore di 180”, son positivi. Or, vediamo quale relazione de- 
ve over luogo tra i riferiti angoli A, D, C, perchè fosse verificata la 
condizione suddetta di far divenire cioè negativi i numeratori. E dap- 
prima si osservi che essendo la semisomma S compresa sempre fra 90° 
e 270°, cosS è sempre negativo ; quindi è necessario che i tre coseni 
cos (S — .4), cos (S — li), cos (S — C) sieno positivi, il che vuol dire che sia 
S— .4<90°, S—IÌ< 90°, S— C<90°, o vero 

( 13 ) B-\-C — . 4 < 180 °, A-+-C— B<m°, A-hB—C< 180°. 

Queste condizioni una volta verificate, si vede chiaro che non solo le 
Trazioni de le (I), ma bensì quelle de le (K) e de le (I.), divengono 
positive , e con ciò è tolta 1' apparente immaginariclà algebrica. Ma 
dippiù è necessario vedere se le dette condizioni escludano ancora la 
immaginarictà trigonometrica, che potrebbe aver luogo per le (1) e (K). 
Considereremo per ciò la prima de le formolo (1), la quale per non 
divenire immaginaria nel senso ultimamente espresso , è necessario 
che sia 



— eosScos(S — .l)<senBsenC, 

o vero , convertendo i prodotti in somme , e tenendo presente che 
2 S — A=B-\-C, si troverà — cosd<ros(fl — C), o meglio cos(180° — /1)<^ 
cos (B-—C), donde 180° — ,1>B — C, o vero .1 +B — 180". 

Similmente ragionando su la seconda c terza de le (K) si troverà 
che per non divenire esse immaginarie trigonometricamente dovrà es- 
sere A-\-C — fi</180°, B+C — .4<180°. A le Stesse conseguenze si per- 
viene discutendo le formolo (K); e perciò rimane provato che per re- 
sistenza del triangolo sferico , nel caso che ne son dati i lati , sono 
necessarie le condizioni (13), che tradotte in linguaggio ordinario dau 
luogo al seguente 

Teorema. — In ogni triangolo sferico, l'eccesso de la somma di due 
qualunque de' Ire angoli sul terzo , è minore di 180°. 

161. 3.° — Trasformare la formata (c,14o,3°) 

(H) eosc=cosacosà-+-senasenècosC. 

Dividendo per sena, ammo: 

— ° r ~ — scnàcosC+cotacosò; 
sena 
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e dinotando con m un angolo ausiliario tale clic sia 

(n) cota=cotmcosC, (') o (N) tanm=tnnacosC. 

(") Questa trasformazioni- , come anrlie do lo altro ohe si andranno in questo 
medesimo articolo sviluppando , venduti regolate da lo considerazioni seguenti. 

In ciascuna di queste trasformazioni si ha per iscopo di sostituire un mono- 
mio ad un binomio de la forma 

(I) ±Jtfsenp±iVcosp, 

essendo M ed j V due funzioni de gli elementi noti , e p un elemento noto o pure 
incognito de lo stesso triangolo. Or, se si osserva che 



( 2 ) 



cos( p±g)=cospcosgqpcnpseng, 
sen(pdrg)==senpcosg:fccospseng, 



redesi chiaro che il proposto binomio ha una somiglianza di forma con questi svi- 
luppi; ma perché si possa esso rendere identico ad uno di questi sarebbe necessario 
identificare i coefficienti di senp e di cosp, e ciò darebbe luogo ad una questione 
più che determinata; avvegnaché messo uno dei coefficienti Af, per esempio, c- 
guale ad uno di quelli de gli sviluppi (2), perchè la trasformazione conducesse a ri- 
sullamenti determinati , dovrebbe I’ nitro JY risultare da se eguale a l’altro coeffi- 
ciente de gli stessi sviluppi |2). Ma è chiaro che si toglierà quest'inconveniente, 
determinando invece il rapporto de' due coefficienti in (I), in modo che questo 
binomio risulti identico a qualcuno de gli sviluppi (2); e però converrà dapprima 
dare a la (I) una de le due forme 

M N 

(3) scnpzfccosp), 3/(±scnp±—cosp); 

c come da le (2) deducesi pure 

cos (p±q) 

=co>pzntangscnp, 

cos q 

sen(p±g) 

— ==scnp±tangcosp, 

cos q 



cos (p=hg) 



■=cotgcosprpsenp, 



seti q 

senfprtg) , 

- — =cotgsenp±eosp, 

sen q 



si vede chiaro che per istabilire l'identità tra le (3) e qualcuno di questi sviluppi 
basterà porre 

jy — colg* 

N 



M i 
—s=lanq, 



N . 
*=" 



« =tan ’ ! 



b poiché le ultime due di queste quattro eguaglianze son le stesse prime due mes- 
se sott' altra forma, cosi per ridurre il binomio (1) ad una forma monomi» 

eos(p±g) sen(pdzg) 

£. V, o — --- , basterà porre in esso 



cosg 

(*) 



seng 
.IfeiYtang, 



o pure iV=A’colg, 
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si otterrà, sostituendo e dopo facili riduzioni , (*) 



(O) 



cosc=- 



senacosCcos(6 — m) 
senni 



In questo modo il Iato c verrà ad essere determinato per mezzo 
de le due formolo (N), (O), a le quali si possono benissimo applicare 
i logaritmi. 

162. Si può avere una seconda trasformata de la (14) in virtù de 
la stessa (n) la quale dà : senaeosC=cosatanm , c con ciò la (0) si 

trasforma in 

cosncos b — m) 

cose—— 

cosm 



(0') 



163. Perchè la formola algebrica 

(15) cosc^=cosacos6-f-senasen&cosC 

Fiori cadesse nell’ immaginario trigonometrico è necessario che il secon- 
do membro risulti numericamente minore di 1. Ciò avriene col fati» 
quando fT>90'’ , ed o e b sono de la stessa specie , o pure quando 
C<90°, ed a e 6 sono di specie contraria ; poiché allora uno rie’co- 
seni divenendo negativo , il secondo membro de la (l">) diviene la dif- 
ferenza di due frazioni, e per ciò numericamente <1 . Per provare la 
stessa cosa negli altri casi , si osservi che in luogo di cosC si può so- 
stituire una de le due espressioni 2cos*^- C — 1, 1 — 2scn*yC, e con 
questa sostituzione la (15) può mettersi sotto le forme seguenti : 

cosc=cos(o-H , )ri-2senasen&cos“4 C=cos(a — b) — 2senasen6sen* y C. 



vale a dire che basterà eguagliare il coefficiente tT un termine a quello ile l’al- 
tro, moltiplicato per la tangente o per la, cotangente d' un angolo ausiliario. 

Per altro vuoisi notare che per giungere a risanamenti di forma più sempli- 
ce bisognerà de le posizioni (4) adoperar quella che, 1* non conduce a qualche 
trasformata de la forma sen6sen/j — cosfccnsp , equivalente al coseno negativo 
— cos(6+-pt; 2* eguagliare il coefficiente più composto al più semplice, moltiplicato 
per la tangeRte o per la cotangente de I’ angold ausiliario ; 3* adoperare la tan- 
gente di quest’ angolo , qnando il binomio è una somma., e fare uso de la cotan- 
gente, quando il detto binomio è una differenza. Secondo questi principi son re- 
golate le trasformazioni del testo. 

(■) Oneste riduzioni , egualmente che altre che accenneremo qui appresso , 
consistono nel sostituire a la cotangente o a la tangente 1’ espressione in seno e 
coseno , il che darà nella formola l’ espressione del seno o del coseno somma o 
differenza. 

11 
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Or , quando a c b sono de la stessa specie e C<90° , cos'a — b) an- 
cora positivo, sen*-^ , c quindi 2scnasen6sen*4- C< 1 ; dal che 

segue clic, secondo 1‘ ultima di queste formule, risulterà numerica- 
mente cosc<l. Se fmalinente tT> 90° ed « e b sono di specie contra- 
ria cos'a-(-/)J<;o , e perchè cos^y C<y « >1 termine 2scnascn6cos*y C 

<1, sì che, secondo la prima de le precedenti formolo, risulta pure 
cnsc<l. Si puh quindi conchiudere che, sieno qualunque i valori dati 
di a, b , C, purché non oltrepassino i limili assegnatigli da la natura del 
triangolo sferico, sarà sempre determinabile il valore di c. 

104. 4." — Trasformare le formule (A), (hj ilei caso 3.° (n.° 145) 

.. .. , cotnscnfc — roCrosò „ rotòsena — cosCcosa 

(10) cot.l— , colB= . 

senC seuC 



La prima di queste formolo si trasforma facilmente per mezzo de 
l'equazione ausiliina (n); poiché in viriti di quest’equazione risulta: 

. cosCfsenàcotni — cosà) cos C senftcosw — eosàscnm 

cot .ir— : L — . ; 

senti scnò’ seni» 



o vero finalmente 

cotfsen b—m) 

(P) coM= -, 

senni 

La seconda formula si può trasformarla egualmente, ponendo 

(n') col6=cotm'cosC, o tN') lanm'=tanàcosC 

e Si troverà : 

(!*') cot/?— 



cotCsen(a — m') 



senni 



165. Potendo la cotangente d’ un angolo acquistare tutti i valori 
possibili tra — oc e -f-* , ed i secondi membri de le (P), (P') trovan- 
dosi pure nello stesso caso , senza mai divenire immaginari , cosi si 
vede che gli angoli A c II saran sempre determinabili , qualunque si 
fossero i valori di a, b, C, purché, come sopra si è avvertito, questi 
valori restassero tra i limiti assegnatigli da la natura del triangolo sfe- 
rico. 

166. o.° — Trasformare la formula (C) del caso 4.° (n.° 145). 

(17) cosC=scnzlscn Beo se — cos/icosB. 
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Sia « un angolo ausiliario determinato da la formola 



(q) cot/f=coscUiem , o (Q) cotn=cosctanJ, 



e si avrà , sostituendo in (17) e riducendo come si è detto nella nota 
(pag. 145) 



(*) 



cosC= 



sen-4coscsen(jJ — n) 
cos n 



Pertanto l’ angolo C trovasi cosi determinalo per mezzo de le duo 
formolo (Ql, (R), corainode pel calcolo logaritmico. 

Ma la stessa forma (Q) dando ancora sen.lcosc=cos/lcotn , si può 
sostituire nella (17) questo valore , c riducendo come sopra , si avrà : 



(R') 



_ cos.-tsenf lì — ri) 

eosC= : 



semi 



V angolo C dunque può calcolarsi ancora per mezzo de le due 
formolo (Q), (IV). 

167. 6.° — Trasformare le formole (a), (b) del caso 4.° (n.° 14o) 



(18) 



cota= 

cotò= 



cottiseli //-J-eosceosZ? 
sene 

cot/?sen.l-H'osccos^ 

sene 



La prima di queste formole si riduce per mezzo de 1’ equnziouc 
ausiliario (ql. In elTetti, sostituendo a col.l il suo valore cosatami, dato 
da la (q), si avrà : 



(S) 



cota— 



eotrcos'fi — «) 
cosn 



la quale insieme a la (q) serve a determinare commodamcntc il lato 
a coi logaritmi. Similmente si trasforma la seconda de le (18), ponen- 
do cioè 

(q') cot£=cosctann', o (Q’) cot«'=cosctunfi 

c si troverà : 

, colccos [ìì—n') 

(S ) coU>= — — . 

cos» 

168. Si può pure qui dimostrare, come ne’ numeri 163 e 165* 
die T angolo C c i lati n c li dati da le formole (R) , (S) , (S') son 

sempre determinabili , quali che siano i valori de’ dati A, B, c, pur- 

* 

u 
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thè restassero , come si è ripetuto , tra i limiti che la natura del tri- 
angolo sferico loro assegna. 

169. 7.° — Trasformare la formolo (A) del caso 5.° (n.° 145) 

, , cosa — cosècosc 

(19) cos4= , 

senosenc 



che deve servire a determinare il lato c per mezzo de gli altri due 
lati a, è, c de 1' angolo A. 

Mettendo da prima la (19) sotto la forma 

cosAsenèscnc-f-eosàcosc=cosa , 



e quindi, dinotando con p un angolo ausiliario , facendo 
(t) cos.4senà=cosètonp, o (T) tanp=cosAtanfr » 

e sostituendo s' avrà : 



cosà(senctanp-|-cose)=cosa, 

o vero , riducendo 



(U) 



cos(c — ■;>)=> 



eospcosa 

cosà 



Pertanto il lato a si calcolerà per mezzo de le due forinole (T;, (U). 
Essendo eos(c — p)= cos(p — c) potremo parimente scrivere 



(in 



cos(p — c )—• 



eospcosa 

cosà 



170. 8.° — Trasformare la formolo (C) del caso 5.® (n.° 145) 

(20) cosCcosà=cotasenà^— cotAsenC, 

la quale deve servire a determinare l'angolo C per mezzo de' due lati 
a, b, c de l’angolo A. 

Dinoti q un angolo ausiliario c si ponga 

(v) cot/l=cosètan< 7 , o (V) cotg=cosètan.i4. 

Sostituendo quindi nella (20), posta sotto la forma 

(21) cosCcosà-t-cotAsenC=cotasenè, 

jj valore di cotA dato dal fv), s avrà : 

cosè(cosC+seaCtang)=cotascnà, 
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donde si trae , con la solita riduzione , 

(X) cos'C — r/;r=cos</cotatan6. 

Il valore dunque de l’angolo C si otterrà per mezzo de le due- 
equazioni (V), (X). 

Qui pure potrà prendersi 

(X') cose/ — C)=cosqcotatan6. 



171. 9.° — Trasformare la formola (C) del caso 6.* (n.° 143) 



( 22 ) 



cosa 



cos^-t-cosBcosC 

senfisenC 



che servir deve a calcolare l’angolo G per mezzo de gli altri due aa- 
goli A, ìi e del lato a. 

La si ponga in primo luogo sotto la forma 

(23) cosasenfiseuC — cosficosC=cos.4, 



e quindi, essendo s un angolo ausiliario, si faccia 



(y) cosasenfi=cosficols , o (V) co ts=cosa tanfi. 



Sostituendo quindi nella (23) si troverà , operando come nelle formo- 
le precedenti 



(V') 



sen(C — $]= 



sensros/i 

cosfi 



così l’angolo C verrà determinato per mezzo de le due formole (Y), (Y '). 
172. IO. 0 — Trasformare la formola (c) de lo slesso caso G.° 

(24) cosficosc=cotasenc — co t zi se n fi, 

che serve a calcolare il Iato c per mezzo de’ due angoli A, B, c del 
lato a. 

La si ponga dapprima sotto la forma 

(23) cotascnc — cosficosc=cot.lsenfi ; 

Indi , dinotando con t un angolo ausiliario e ponendo 

(z) coto=cosfi coti, o (Z) tanf=r=cosfitana, 

s’ avrà , dopo le solite riduzioni , 

(Z') sen(c — Z)=sentcoLltanfi. 

Il lato c si troverà così determinato mercè le due formolo (Z) jj 
(Z'), adattabili al calcolo logaritmico. 
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CAPO VI. 



RISOLUZIONE NUMERICA DE’ TRIANGOLI SFERICI. 



ARTICOLO I. 

Triangoli sferici rettangoli. 

173. Nel triangolo sferico rettangolo, essendovi un angolo di gran- 
dezza conosciuta, quale è l'angolo retto, è sufficiente conoscerne al- 
tri due elementi per poterlo risolvere. Per questa medesima ragione 
dev’essere escluso il caso in cui fossero dati tutti e tre i lati, perchè 
altrimenti vi sarebbe un dato dippiii. Inoltre il quinto caso generalo 
de’ triangoli sferici (n.° 1 40) applicato ai triangoli rettangoli , si divide 
in due essenzialmente diversi; poiché dei due angoli dati, uno essen- 
do l' angolo retto , l’altro sarà un angolo obbliquo , e quindi il lato op- 
posto sarà l’ ipotenusa, o un cateto. Pertanto nella risoluzione del trian- 
golo sferico rettangolo possono aver luogo i seguenti casi: 

1. ° Doti i due angoli obldiqui. 

2. ° Dati i due cateti. 

3. ° Dato un cateto c 1’ angolo obbliquo adiacente. 

4. ° Data l’ ipotenusa ed uu cateto. 

5. ° Data l’ ipotenusa ed un angolo obbliquo. 

6. ° Dato un cateto e 1' angolo obbliquo opposto. 

174. Caso I. — Dati i due angoli obbliqui B, C, (turare T ipotc- 
nusa a e i due cateti b, c. 

Soluzione. — Si calcoleranno questi elementi ignoti , mercè le for- 
molo (1,149), (5,149), cioè : 

(a) cosa=cotl?colc , (b) cos (c) cose=^^. 

1 w senC V ' scn II 

175. Perchè la soluzione di questo caso non divenisse immaginaria, 
è mestieri che sicno verificate le condizioni seguenti: cot/IcotC<[l,cosB 
<senC, cosC<CscnB, perchè così cosa, cosi», e cose risulteranno nu- 
mericamente <1 , quali devono essere. Or, di queste tre condizioni ò 
sufficiente che se ne verifichi una sola de le ultime, per esser verifica- 
te ad un tempo le altre due. In effetti , se cos2?<senC , sarà pure 

y/ì — scn’ B<\/i — cos ’C, o vero, elevando a quadrato, riduccndo, o 
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cambiando i segni , sen* R^>cos* C , donde eosC-OenB; or , questa con- 
dizione, elio è la terza de le tre soprascritte, moltiplicata per l'al- 
tra cosfi<sen C, supposta già vcriticata, dà cot//cotC<[l , che 6 la 
prima de le dette tre. Ma essendo verificata quest’ ultima, siccome la 



si può mettere sotto la forma 



cos n 
senC 



CO'/’ 
se n// 



<1, si >ede che potrebbero 



non verificarsi ancora le altre due cos/f<>enC, cosC<Cscn B. Or, essendo 
necessaria c succiente una qualunque di queste due ultime condizio- 
ni, supponiamo che essa sia la cos #<[sen C : allora se gli angoli Ho 
C sono de la stessa specie, sostituendo seri ,00" — B t o sen (270" — B) 
a cos B , secondo che // e C saranno tutti c due acuti , o ambulile ot- 
tusi, sarà sen(90" — BiCjenC, o pure sen(270° — B)<j,cnC , ed in tal 
caso sarà (n. 32, 4°) 90° — B<CC , 270" — //>C, e quindi B{-C^> 
90®, 2/-f-C<C270". Se poi B c C sono di specie contraria , e suppo- 
niamo, per fissar le idee , che sia //l'ottuso, allora la condizione cos/J 
<senC, può essere rimpiazzala da l'altra sen /> — 90")<s<'iiC, e quin- 
di, per lo stesso n.° 32, li — 90"<C, o vero B — C<90°. Pertanto 
il caso che consideriamo auà luogo tutte le volte che la somma dei 
due angoli dati B e C ò maggiore di 90" c minore di 270", e nel 
tempo stesso la loro differenza è minore di 90". 

17G. Caso li. — Dati i due cateti b e c, trovare T ipotenusa a e 
i due angoli obbligai B , C. 

Soluzione . — Si troveranno questi elementi incogniti mcreò le for- 
inole (1,149), (4,149), cioè: 



(a) cosa=cosòcosc, (B) cotZ?=cotòsenc, (C) cotC=cotcsenò. 



177. I.a forma stessa de le formolo (a), (B), f C), ci mostra clic 
la soluzione del presente caso è sempre possibile, qualunque si fosse- 
ro i valori de’ lati 6, c. In effetti sarà sempre cos6cosc<lt , e quindi 
anche cosa<(l ; d'altronde la cotangente potendo avere qualunque va- 
lore compreso tra — x c -j-x , le formule ,!t) e non cadranno 
mai in difetto. S intende già che gli archi hoc debbino e' ere mi- 
nori di mezza circonferenza, allrinieuii il triangolo sferico non avreb- 
be piò la forma secondo la qu.de su-. lesi sempre coll'idi-, re ("). 

178. C aso 111. — Dato idi fatelo b e l’angolo ohbhgun adiacente 
C, trovare i ipoti nua a, rullio rutilo <■ , e l' altro angolo od Ugno 15. 

Soluzione . — l*er mezzo de le forinole (3;, (4), (u), (n.° 149) 
messe sotto la forma 

(a) cota=eotòeosC, (c) lane=senò(anC, f'Bj cosi!— cosòlanG 
gl calcoleranno gli clementi incogniti. 



I - ) Leskìdre— • Geometria-, pr, 19 j lib. I, 
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179. Ragionando qui, come nel caso precedente, vedesi chiaro 
che la soluzione del presente caso è sempre possibile. Anzi questo ca- 
so , come i due precedenti , non è suscettivo giammai di ambiguità , 
essendo che gli clementi ignoti vengon determinali da coseni , cotan- 
genti c tangenti, c il segno di queste lince lìssa la specie de l’angolo. 

180. Caso IV. — Vaia i ipotenusa a ed un calelo b, trovare l'al- 
tro calcio c , e i due angoli obbliqui B, C. 

Soluzione. — Mercè le formole (1), (2), (3) (n.° 149), messe sotto 
la forma 

COSA SOIlÒ 

(c) cosc= — — ; B> senJS— ; (C) cosC=cotatanò 

cosà sena 

si calcoleranno gli elementi cercati. 

181. L'angolo 0 essendo determinato per mezzo del suo seno, 
può avere in generale due valori ; ma non bisogna credere per ciò , 
che questo caso ammetta due soluzioni ; poiché come si è dimostrato 
altrove (n.° 150, quell'angolo dev'essere de la stessa specie del lato 
dato b, e quindi non può ritenersi che un solo de’ detti valori. 

182. Caso V. — Data V ipotenusa a ed un angolo obbliquo B, tro- 
vare i due cateti b, c, « l'altro angolo obbliquo C. 

Soluzione. — Mediante le formole (2), (3), (1) (n.° 149) messe 
sotto la forma 

(b) scnò=senasen/?, (c) tanc=tanacosB, (C) cotC=cosatanfi 

si calcoleranno gli elementi ignoti. 

183. Anche in questo caso uno de gli elementi incogniti, cioè ò. 
vien determinato per mezzo del suo seno ; ma non vi ha neppure am- 
biguità , dovendo il cateto b essere de la stessa specie de l'ungolo op- 
posto Il (n.° loti). 

185. Caso IV. — Dolo un cateto b e l'angolo obbliquo opposto B, 
trovare l'ipotcnusa a, l’altro cateto c, e l'altro angolo obbliquo C. 

Soluzione. — Si troveranno gli elementi ignoti mercè le formole 
seguenti : 

sonò C o«B 

(a) scna=: ; (c) senc=tanòcotB; (C) senC= — - — . 

sen« cosò 

tratte da le '2), (4), (5), (n.° 149). 

18o. Tutti e tre gli elementi, in quest’ultimo caso, vengon de- 
terminali per mezzo de’ loro seni ; nè d’ altronde può esser tolta l'am- 
biguità, come ne’ due casi precedenti, non trovandosi in queste ultimo 
forinole deli rminalo il cateto o l’angolo per mezzo de I’ angolo o del 
«••itelo oppo lo. Il problema dunque ammetterà in questo caso unadop« 
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pia soluzione , il che può anche vedersi a priori; poiché se ABC (fi']. 
18) è un triangolo rettangolo in A, e si prolunghino l’ ipotenusa BC 
ed il cateto AB sino ad incontrarsi nuovamente in l), ne risulterà un 
nuovo triangolo rettangolo AC.D, che avrà l'angolo /.“=#, ed il cate- 
to b opposto si a l'uno che a l'altro , quindi è che con i due elementi 
b, B si possono costruire due diversi triangoli rettangoli BAC, CAD. 
È da osservare però che non si può combinare indistintamente uno qua- 
lunque de’ valori d' un elemento incognito con uno qualunque di quelli 
che si ottengono per gli altri due ; ma bisogna bensì combinarli tal- 
mente che c sia de la stessa specie di C, ed a de la stessa specie di 
b, o di specie contraria , sccondocchè C«<90 o o pure C_>90° (n.° 150). 

ARTICOLO H. 



Risoluzione numerica de’ triangoli sferici obbliquangoli. 



186. Caso I. — Dati i tre lati a, b, c, calcolare i tre angoli A 
B, C. 

Soluzione 1.* — Si calcoleranno i tre angoli A, B, 0 per mezzo 
di uno qualunque de’ tre sistemi di formolo (A), (B). (C) del n.° 131. 

Questo primo modo di soluzione propriamente è da adoperare quan- 
do de’ tre angoli non se ne voglia calcolare che uno ; ma esso è so- 
verchiamente penoso se si vogliano ottenere tutti c tre. Pertanto in 
quest' ultimo caso è da preferirsi la seguente 

Soluzione 2.* — Si troverà l’angolo A per mezzo de la prima for- 
mo la (C,151). 



(A) 



tan-j- A=\J 



sen(* — fejsen's — c) 
sens sen(s — a) 



; «=-j (a+6-t-c): 



Indi con le forinole (G,lo4), cioè 



(B) cotj-B— coty A, (C) C0 t ic= s “(*-^„IÌA 
2 sen (s—a) 2 2 sen (s— a) 2 



si calcoleranno gli altri due angoli, c il calcolo di quest ultimc forinole 
non richiede la ricerca di nuovi logaritmi, poiché quelli da adoperarsi 
sono quegli stessi trovati nel calcolo de la prima formolo (A). 

187. Quando per determinare uno de gli angoli si farà uso de la 
formolo che dà il seno de la sua metà , vi saranno in generale, duo 
valori ; ma ogni ambiguità è tolta su la loro scelta , ricordandosi che 
la metà d'un angolo del triangolo sferico è sempre minore di 96% 
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Inoltro per esser possibili' la soluzione di questo primo caso richie- 
oonsi due condizioni , cioè l.° ciie In somma di due qualunque' de’ lati 

sia maggiore del terzo (n.° 152); 2.° clic la somma di tutti e tre i lati 
sia minore di 360". 

18N. Caso 11. Dati i Ire angoli A, II, C trovare i Ire lati a, b, c. 
Soluzione 1. — Per trovare i lati a, b, c potrà adoperarsi indistin- 
tamente uno qualunque de’ tre sistemi (1), (K), (L) del n.“ 158; e in- 
torno a I ambiguità che potrà avere luogo , facendo uso de le forinole 

scn-, si terni presente quanto si è detto nel n.°pree., che si applica 
parimente ai lati di un triangolo sferico. 

Però si potrà fare uso di quelle formolo quando debbasi calcolare 
un solo Iato. Ma volendo tulli c tre gli elementi incogniti , sarà da 
preferire la seguente 

Soluzione 2.° Si calcolerà il lato a con la formolo (I..158). 



(a) 



tan 



7° = ^; 



— ros.S'cos S — .1 1 

cos(S-C)cos(S-C) : 7 



0 quindi gli altri due lati per mezzo de le altre formole (M.159) cioè 



. . I così, 5 
(b) cot — b= 



4) ,t 

rrr-77 cot- a ; 

/ij 2 



(c) coti 



cos(5 — A) i 

-cot— a. 



co%[S — 6’) 



189. Pei la possibilità de la soluzione di questo caso è necessa- 
rio che sia verificata la condizione espressa nel teorema del n.° 160; 
oltre a che cornioli ricordarsi che ciascun angolo esser deve <T1 80°. 

1!I0. Caso III. 1 : ssnido itali due lati a e b, ciangolo compre- 
so C, determinare l'altro lato c e gli altri due angoli A e B. 

Soluzione 1 .* — Si calcolerà l’angolo A merce" le formole (N, 161), 
(P,16i), cioò 

(m) tanm=tanacosC, (A) col f — 1 

s cimi 

de le quali la prima serve a calcolare l'angolo ausiliario in, c, dopo 
Ciò la seconda darà 1’ angolo A. 

Similmente l' angolo II si potrà calcolare con le due formolo 



(B) 



tanm'=lanòcosC, cot 



senni 



In fine il terzo Iato e si otterrà per mezzo de la (m) ed una do 
le due (O), (O'), (n.i 161, 162), cioè 

. . senacosCcos'ò — m) cosacosfft — in) 

(c) cose—- — — ^ ' 



senni 



cositi 
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Può ottenersi una forinola anche più semplice per cose se si di- 
vida la prima (c) per la (A); e osservando che senasenC=scncseuzl, 
s' avrà : 

(c’) cotc=cos4cot(6 — ni). 

11 lato e si determinerà pertanto con quest’ ultima formola, dopo 
aver calcolato A per mezzo de le (m) ed (A). 

191. Questo primo modo di soluzione riuscirebbe al certo sover- 
chiamente lungo, qualora si volessero calcolare tutti e tre gli elementi 
incogniti. Esso dunque può ritenersi nel caso in cui di questi elemen- 
ti non se ne voglia conoscere che un solo angolo, o pure un angolo 
ed il terzo Iato. Ma se ò mestieri calcolare lutti e tre gli elementi 
sarà preferibile la seguente 

Soluzione 2. a — Per mezzo de le analogie di Neper cioè : 

seni- (a — b) 

(A) tani- (A — D) = coti- C, 

sen- {a+b) 

cosi- (a — b) 

(B) tan— (A-\-B)= cot-C. 

cosi {a+b) 

si calcolerà la semidilferenza c la semisomma de’ due angoli incogniti 
A e D, il che fatto s’ avra subito : 

A = i (A+B>-h -i (d-tf), (,1-t-C)- i (A-D). 

Indi si potrà calcolare il terzo lato c con una de le analogie (F,153) 
con la prima , per esempio , che dà : 

seni (A+D) 

(c) tan-j c= lari - (a—b). 

seny (A—B) 

192. Questo terzo lato c avrebbesi potuto calcolare ancora merci) 
la formola de’ quattro seni , cioò 

senCsena 
senc= ; 

SCtl/1 

ma, come accuratamente osservò Amante (') , oltre clic il calcolo do 
(’) Amaste — Trigonometria-, pag. 58. 
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la forinola (c) riesce meno laborioso di quello di quest’ ultima, perchè 
i logaritmi de gli clementi di quella formolo possono prepararsi liti da 

che si calcolano gli archi -^-(4 — tì) e — (4-f-R), s’evita dippiù l'am- 
biguità, cui menano i due valori corrispondenti a lo stesso arco c. 
calcolato con la formola de’qualtro seni ; poiché può benissimo accade- 
re che amenduc questi valori di c occupino lo stesso luogo in Online 
di grandezza fra i tre lati a, b, t, come C lo tiene fra i tre angoli 
A, B, C. e quindi la proprietà conosciuta che in ogni triangolo sferico a 
r angolo maggiore si oppone il lato maggiore , non varrebbe in questo 
caso a togliere 1' ambiguità de la scelta de’ valori trovali per c. E vi 
possono essere de' casi ancora , ove sì 1' uno che 1' altro de' mentovati 
valori di c soddisfaccia a I’ altra proprietà del triangolo sferico , cioè 
che la somma di due qualunque de' suoi lati debba esser minore , egua- 
le o maggiore di 180", in corrispondenza de la somma dei due angoli 
opposti. Pertanto la formula de' quattro seni è da escludersi nel caso 
che consideriamo K non essendo sicuri, in generale, de la scelta da 
fare sii i due valori di c dati da essa. 

libi. Secondo i numeri 108 e 165, questo caso 3.* ò sempre 
possibile , qualunque sieno i valori de’ dati , purché si trovino tra i li- 
mili che loro assegna la forma del triangolo sferico. 

194. Caso IV. — Essendo dati dite angoli A, lì, e il lato c tra 
essi compreso , trovare il terzo angolo C , e gli a’tri due lati a , b. 

Si calcolerà a in virtù de le due formole (Q, 160), e (S,167), cioè 

, . cotccos(C— n) 

(a) cot«=cosrtan4 cotu= , 

cosn 



la prima de le quali serve a trovar l'angolo ausiliario n, e trovata 
quest’ angolo , si calcolerà per mezzo de la seconda il lato incognito a. 
Analogamente si potrà calcolare b per mezzo de le due formole (Q‘, 
S',107), cioè: 



(b) 



cotn'=cosotanB 



cot&=- 



cotccos(4 — n') 
cosi» 1 



In line l'angolo C s'avrà da le due formole (Q,R',166) 



(C) 



cotn=cosclan4 , 



_ cos.lsen/R — n) 

cosC— 

senn 



la prima de le quali è quella stessa che entra nel calcolo del lato a. 

’Sa può ottenevi una formola anche più commoda per determi- 
nare ! angolo C, poiché dividendo l’ espressione di cosC per quella ili 
cola , c tenendo presente che sen.lscnc=senCsen« , si ricava : 

li/) cotC=cos«Uin{C — ni. 
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Ì95. Volendo servirsi di questo primo modo di soluzione per de- 
terminare tutti e tre gli elementi incogniti, il calcolo riuscirebbe so- 
verchiamente prolisso. Esso però è da adoperarsi le quante volte si vo- 
lesse determinare uno de' lati, a per esempio , o questo lato e il terzo 
angolo C; allora si farà uso de le formolo (a), (C). Ma se ò di neces- 
sita la determinazione di tutti e tre gli elementi incogniti , sarà da 
preferire la seguente 

Soluzione 2.’ — Per mezzo de le analogie (F, 1 533) di Neper, cioè: 

scn 4" (A — B) 

l 2 ' I 

(a) tany (a— 6Ì= ( tan-j c, 

sen y (-1+flJ 

, cos y (zi— B) t 

(b) tan y (a+b)= tan y f, 

cos y (A+B) 

si calcolerà la semidifTercnza c la seraisomma dei due lati incogniti ; 
il che fatto si otterrà subito : 

a=y (a+6}+ y (a-b), ò=i (a+6)- y {a-b). 

Quindi il terzo Iato C potrà calcolarsi per mezzo de la prima a- 
Balogia (E,153), che dà : 

sen . 

(C) èoty C= I tani (A-B) 

sen y (a—b) 

Quest’ angolo potrebbcsi ottenere ancora mercè la formala de’quat- 
tro seni ; ma s’ incontrerebbero inconvenienti analoghi a quelli spiegati 
nel n.° 192. 

196. La soluzione del presente caso sarà sempre possibile, purché 
ciascuno de’ tre clementi dati sia minore di 180°. Ciò si rileva chia- 
ramente , osservando che il triangolo polare di quello risoluto nel pre- 
sente caso, trovasi nelle stesse condizioni di quello ri-oluto nel caso 
precedente. Per ciò, se i dati del triangolo polare possono avere qua- 
lunque valore compreso tra 0° e 180°, lo stesso avrà luogo per quelli 
del triangolo del presente caso , giusta le relazioni (m,149). 

197. Caso V. — Dati due lati a, b, e l'angolo A opposto ad uno 
di essi, rinvenire il terzo lato c, e gli altri due angoli B, C. 
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Soluzione 1.* — S’avrà il terzo lato c per mezzo de le formoìe 
(T,U,16'J), cioè : 

, . . „ . . cosacos» 

(c) taiip=cos^itanà, cos(c — pf=- , 

cosà 



la prima de le quali serve a determinare l’angolo ausiliario p; dopo 
di che la seconda determinerà un angolo , che chiameremo h , il qua- 
le rappresenterà non solo il valore di c — p, ma ancora quello di p — c, 
(n.° 109), e perciò s' avrà : c — p—h , p — e=h, per modo che c avrà 
due valori c—h-t-p, r—p — h (*). ludi s'avrà 1’ angolo G per mezzo de 
le formole (V,X,1"0) 

(C) cot^=cosàtan.-t, cos(C — g)=eolalanicosg. 



Anche qui 1' angolo G può aver due valori , clic sono : 

C— j-j-k , C—q — k, ove k rappresenta l'arco il cui coseno è espresso 
da cotatanàcosg. 

In line T altro angolo D può dedursi da la forinola dei quattro 
seni, cioè 



(B) 



senB= 



senàscnd 

sena 



198. Come si vede , ciascuna di queste formole dà per ogni ele- 
mento che essa determina, generalmente parlando , due valori. Ma fa- 
remo vedere qui appresso in quali casi ciò avvenga , e qe.ali condizio- 
ni sieno necessarie per avverarsi la doppia soluzione, inoltre questo 
primo modo di soluzione potrà con vantaggio adoperarsi , qualora deb- 
basi determinare uno solo de’ tre elementi incogniti ; che se due o 
tutti e tre gli elementi si volessero determinare, sarà da preferirsi la 
seguente 

Soluzione 2." — Si cominccrà dal determinare I’ angolo D, in virtù 
de la soprascrìtta forinola de' quattro seni 



(B) 



sen 1i- 



senàscn-l 



sena 



indi conosciuto I), ed essendo dati A, b, a, si avranno noti due an- 
goli c due lati adessi opposti; onde per trovare gli altri due elemen- 

(■) S - avrebbe potuto prendere li anche negativamente, atteso che cosi — A) 
=cos/t , e lasciare sempre c — p nella seconda forinola (c): cosi si sarchile avuto 
r — p=Ji, i — p— — A. c quindi, come sopra, c—p-+-lt, c=p—h ; ma per non ri- 
tenere la differenza negativa c — fi, si è preso imece il solo valore positivo di A, 
e la differenza positiva />— c, 
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risoitzioke ictherica de’ triangoli sferici 
ti c, C basterà far uso de le analogie di Neper che danno : 

seni (a+b) 

<C) coty C= — | tani (A — B), 

seny (a—b) 

, se <'y MB) 

(c) coty c= tali y (a — b). 

seni (A—D) 

199. Anche do queste formolo si vede come il caso in quislione 
ammetta , generalmente parlando , due soluzioni ; imperciocché la for- 
molo (B), come più volte è stato osservato, darà due valori per B, e 
ciascuno di questi sostituito nelle (Q, (c) darà due valori per ciascuno 
de gli elementi C, c. È necessario dunque lo stabilire de' criteri per 
mezzo dei quali si possa conoscere da la relazione di grandezza dei da- 
ti l’ effettivo numero di queste soluzioni. A far ciò crediamo acconcio 
discutere direttamente le formolo 



cos(c — p) ì cosa 

(1) tanp=cosAtan6, (2) cos(p _ f) j =~ j; cosp, 

che servono a determinare il terzo lato incognito c, e nella seconda 
de le quali, giusta la nota al n. u 197 gli angoli c — p e p — c sono es- 
senzialmente positivi; e per distinguere i casi in cui il problema am- 
metter debba due soluzioni o anche una, da quelli, in cui non sia 
capace di soluzione alcuna, convien tener presente che il lato d' un 
triangolo sferico non può esser 1° nullo ; 2" negativo ; 3° maggiore 
di 180°, anzi neppure eguale a 180°. Quante volle dunque il valore 
di c si trovasse in uno di questi casi , per la relazione di grandezza 
clic esiste fra i valori dei dati A, a, b del problema, si conchiuderà 
che per tali valori la soluzione non ha luogo. Inoltre s' avverta che 

1. ° L’angolo ausiliario p sarà acuto o ottuso, secondo che A c b 
saranno de la medesima specie o di specie diversa, come si rileva da 
la (ij. 

2. ° Gli archi c — p e p — c saranno de la stessa specie di p o di 
specie contraria , secondo che ari saranno essi pure de la stessa spe- 
cie o di specie contraria , come si rileva da la (2). 

200. Premesso lutto ciò, passiamo a la discussione , e, ponendo 
ad evidenza le diverse relazioni di grandezza fra i dati A, a, b del 
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problema , potremo tutte comprenderle nel quadro qui appresso ; 



Specie 
de 1 angolo 


Specie 

dei dati 


Itelazione di grandezza fra i lati. 




/ a>90\ 
\fr>90°/ 


<f>6, a=b, a<Cb 




/«>•*<> \ 

1,6 <907 


o 4-6>180°, a-f-b=180°, a+«180 o 




/a<9»°\ 

V6>'J<>7 


a-t-6>180°, a-t-é=180 0 , o-f-6<180 0 


A>90° 


/a<90"\ 

V6<90V 


o>-6, a=6, a<6 




a=90° 


a-4Ò>180°, o4-6<180° 




6=90° 


o4-6>180°, o4-6<180° 




/a— 90°\ 
U=907 





Considerando ad una ad una queste varie relazioni presentano es* 
se 3o casi : però ve ne ha di quelle che sono identiche in ordine a 
la specie de l'angolo, a la somma de' lati, e a la relazione di gran- 
dezza di questi lati medesimi, e la discussione de le formole (1), (2) 
si per T una che per l’altra di esse conduce pure ad un medesimo ri- 
sultumento. Consideriamo in cffclti particolarmente le due relazioni 

-4>90\(“>jj[J!), a>6, <h-6>180\ 

zt> 9 0“,(">5Jl), a>6, a+i>180«, 

le quali come si vede differiscono solo perchè nella prima i lati a e b 
sono de la stessa specie , e nella seconda sono di specie contraria. 

Per la prima di queste relazioni la (I), giusta l’avvertimento 1°, 
dà per p un valore <90"; inoltre poiché a e 6 sono ambidue ottusi, 
sarà cos<f>cos6, e quindi, secondo la formola (2), risulterà: 




cos (c—p)) 
coste — p) i 



>cosp. 



o sia (aw. 2° e n." 32,1°) c — p<p , p — c<p ; onde c<2p , o pure 
<r>o , e poiché , per ipotesi , p<90", si vede chiaro come nessuno di 
questi due valori di e cada in assurdo; il primo perchè minore de la 
mezza circonferenza, ed il secondo perchè positivo non solo, ma an- 
che <180°, e propriameule <90°, poiché l’angolo p — e è positivo e 
jj<90°. 
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Parimente per la seconda relazione sarà : p>90° , (avv. 1°) cosa 
>cos6, (n.° 32,3°) o quindi , secondo la forinola i2) risulterà : 



cosfc— p)) 
cos (p — e. j 



>cosp; 



laonde per l' avvertimento 1° e pel n.° 32,5°, sarà : c — p< 180 — p, p — c 
<180° — p, e quindi c<180°, o pure c>2p — 180°. Il primo di que- 
sti valori non è assurdo; e non lo è neppure il secondo, poiché, es- 
sendo p>90° , la differenza 2 p — 180° è positiva; esso è d'altronde 
minore di 180°, perchè l'angolo p — c è positivo, e p<180°. 

Pertanto ammesse le relazioni (3) fra i dati del triangolo , il pro- 
blema sarà capace di due soluzioni. 

201. Tenendo il medesimo andamento nell'analisi dei rimanenti 
casi indicati nel n.° prec., si troverà che essi riduconsi a 18, cosi ordi- 
nati nella seguente tavola cioè : 



quando /l>90 o ,a>6,a4-6>180 o ) 
.4<90 o ,a<è,fl-t-6<t80 n ) 



si avranno 
due soluzioni; 



quando /f>90°,a>*à.«-t-à<l80 o 'i 
4>90 # ,a<è,a-H>>180 a 1 
A>M°,a=b,a f-6> 180° / 
^>90 o ,a>à,fH-è=180 o [ si avrà 
^<90°,a>6,a4-è<180'’j una soluzione; 
^<l)0°,a=ft,a-H6<180" \ 
yt<90° ,a<6, a-f-6= 180° ) 
/4<90°,a>à,a-i-è>l 80°/ 



quando /t>90°,a<6,a-i-6=180 o \ 
j4>90°,a<à,a-t-5<t80 o 
.4>>90 o ,a^=à,u-H»=180 o i 
^t>90°,a=6,a-|-è<C180 o f non vi sarà 
/l<C90 n ,a>»6,a-t-fc— 180°? soluzione alcuna; 
i4<90° ,a>à ,a-i-6> 1 80° \ 
j 4<90° ,fl=6 , a-+-è= 1 80" 1 
4<90°,a=M-t-è>l S0 U / 



202. Nel discutere i casi seguenti (già compresi nella tavola, n.° 
200;, cioè : 



-4^90°,è=90° e o>6, o a=b, 0 in fine «>•& 



si troverà : cos c= . Questo risultamento d' indeterminazione in cui, 

12 
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in questi casi, si perviene, non è però sempre tale, c la ragione di 
questo fatto sta tutta nelle forinole (1) e (2) (n.°199) donde si parte. E 
per fermo quando fc=90°, la (1) dà : tanp=ae , e quindi p=90°, in- 



dipendentemente da A, c cosi pure la forinola (2) dà senc=— 



indi- 



pendentemente da a. Or, nel caso in cui insieme a 6=90°, sia .l=a 
=90°, il problema sarà col fatto indeterminato; imperocché la forinola 
(11,197) che serve a determinare l'angolo B, dà in tal caso scn/?=l, 
J?=90 o , onde il triangolo dimandato è bircttangolo , e può essere uno 
qualunque di quelli che si formano conduccndo dal polo de l’emisfero 
a due punti de la base due archi di cerchio massimo. Ma se la for- 
inola (2) la si renda dipendente da A, con eliminare per mezzo de la 
... coso 

(1) il rapporto , ottiensi : 

cosò 



cos e — pi) cosascnp > 

cosp — r)) cosdscnò 



c così si vede che il risullamento sarà effettivamente indeterminato 
quando a=6=90°, perchè la forinola (1) darà , secondo questa ipotesi 

tanp=o . oc = -^ , c questa (4) darà : cos(c — p)=cos('p — c )=~ • Ma , 



supponendo yl^.90", 6=90°, a^b, si troverà per la (1 p=90°, e per 
la (4) 



( 5 ) 



cose — p)\ 

C0S(P— c)j 



rosa 

cos.4 



e , quando anche fosse a=90 n , s' avrà : 



( 6 ) 



cosfr — p ) _ o . 
cos {p — c j ’ 



laonde si vede da la (ii) che quando a ed .4 sono de la stessa specie, 
c — p c p—c saranno minori di 90", e come p=90°, così s’avranno per c 
due valori che non cadono in assurdo; ma se a ed A sono di diversa 
specie c — p e p — c saran >90° , c perciò , essendo sempre p=90“ , 
uno de’ valori di c sarà >180'’, e l’altro negativo, c non \i sarà so- 
luzione alcuna. Così pure da la (0) si ha c — p=90°, p — c=90°, e 
quindi c=180°, c—o ; laonde in questo caso non vi sarà neppure so- 
luzione alcuna. Or, di questi casi i primi due van compresi nelle re- 
lazioni /1<90°, a<è, a-H>< 180“; 4>90°, a>6, a+b>ìW\ e gli 
altri quattro nelle relazioni ^4<)90'’, o>6, a-H>>180°; /l^OO", a==b, 
0 -+-&— 180°; /t>90‘, a<6, a-H<180 0 ; /1>90°, a=b, 04-6=180 del 
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quadro scritto nel n.® prcc. Si vede da quest' ultima discussione come 
non sia sufficiente la sola condizione 6=90°, per concluderne due so- 
luzioni , come da autori di peso è stato asserito, ma, come è stalo 
avvertito per la prima volta da Amante (*), perchè ciò avvenga, sono 
necessarie le altre condizioni ora trovate, potendo in alcuni casi non 
esservi soluzione alcuna. 

203. Nei casi di una soluzione può determinarsi a priori la spe- 
cie de l'angolo B opposto a 6; in effetti (’*), se si ha a>6, ed «4 -6 
<180°, sarà parimente A>B, ed A-j-B<O80®, o, ciò che vale lo stes- 
so B<iA e B<180° — .4; laonde, qualunque sia A, l’angolo B sarà 
sempre acuto nell’ ipotesi ammessa ; imperciocché o .4<90 n , c con più 
forte ragione lo sarà B, in virtù de la relazione A<CB; o .0*90°, c 
B sarà pure acuto, in virtù de la relazione B<180° — .4. Similmente 
si prova che quando a<7) , ed a+6>180°, sarà B>90°. In line se 
n—6, sarà pure B=A ; e se 04-6=180°, sarà parimente 18(>“ 

o vero B=180° — A. Pertanto aggiungendo ai criteri stabiliti nel n.° 
201 la specie de 1’ angolo B, ed omettendo i ripetuti , possiamo ordi- 
nare la seguente tabella : 

A qualunque a>6,o4-6<180° s’ avrà una soluzione , e B< 90° 

ed a<[6,a4-6;>180 o » una soluzione , e /r>90°; 

fa<Cb,a-+-b<C 180"\ .'due soluzioni, 

1 a=6, o-i-6-<l SO" ! s'avrà ] una soluzione, e B—A, 

a<&,a-t-6=180 o 7 (una soluzione, c B=180" — A, 

a>6,a-M>>180°\ 

a>ò,a-|-6=180 o i non vi sarà soluzione 
a=6,a-t-6>180 o ( alcuna; 

a=6,a4-k=180 o ‘ 

/a>»&,a-MC>180' > s’avranno due soluzioni, 

( a=6,a-HC>180 o s’avrà una soluzione, e B—A, 

\a>>6, 04-6=1 80° » una soluzione , e B=180° — A, 

A>90°,c {n<6,a-HÒ<i80 o ) 

J o<6, o4-6=l 80° f non vi sarà soluzione 
f o=6,a4-6<l80 n ( alcuna. 

\a=b,n 4-6=180°) 

20i. Per completare la discussione che ci occupa . sarà necessa- 
rio considerare il caso d’assurdo de la (2,199), che ha luogo quando 
cos 'c — />)>!• Or, questa condizione in virtù de la stessa (2) equivale 
a 1 altra cosocosp>cos6 , ed eliminando p da questa formola, per inez- 

n Amaste — Trigonometria ; pag. 74. 

(") Idem; pag. 73. # 
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■ao de la (1,199) che, (11,48) dà: 

cos p = — . si troverà: sena<senAsenb. 

\/ l-+-cos\4tan*ò 

Quando dunque è verificata questa condizione, non vi sarà soluzione 
-alcuna. 

Per interpetrarc in tutta la sua estensione questo risultamcnto sia 
ACA'C' (fig. 19) un circolo massimo de la sfera , ed ADA' la semicir- 
conferenza d - un altro circolo massimo ; sì avranno così due fusi , dei 
quali se il primo ADA'C è acutangolo l’altro ADA'C' sarà ottusango- 
lo , e questi due fusi comporranno l' intero emisfero AA'CC'. Fingasi 
essere CAD 1’ -angolo rappresentato da A, ed AC il lato rappresentalo da 
b: se da l’estremo C si abbassi, perpendicolarmente a l’arco ÀA' l’arco 
di cerchio massimo CD, sarà ACD un triangolo rettangolo , c scnCD 
=scn.-lsen6; laonde , per la condizione soprascritta sarà: scna<senCD. 
Or, è chiaro Che volendo con gli elementi A, b, a costruire il triango- 
lo sferico , basterebbe , dopo aver formato I’ angolo CAB=j 4, e preso 
1’ arco AC =ò , descrivere dal vertice C come centro e con un inter- 
vallo CB=a un arco , la cui intersezione con AA' determinerebbe il 
terzo lato All, e quindi anche il triangolo dimandalo. 

Ancora, se si prolunga l’arco CD fino ad incontrarsi con l’altro AC'A', 
s’avrà un nuoro triangolo rettangolo, ove l'angolo DAC' sarà supple- 
mento di CAA\ o sia di A, e il lato C'A sarà parimente supplemento 
di AC o vero di b ; quindi fi prodotto senAsenà può egualmente rap 
presentare la perpendicolare C'D, la quale ò supplemento di CD. Di 
queste pcrpeudiculari la CD, che appartiene al fuso acutangolo , è mi- 
nima fra tutti gli archi condotti dal punto C a l' infiniti punti de l’ar- 
co AA'; e l’altra C'D, che appartiene al fuso ottusangolo è massima; 
in effetti nel triangolo rettangolo CDB si ha : cosCB=eosBDtosCD , 
c nell’altro C'DB, si ha cosC'B=cosBDcosC'D. Or, i coseni essendo 
de le frazioni, sarà cosCBOcosCI) , cosC'IKcosC'D ; e poiché CAD 
<90°, e C'AD>90°, sarà parimente (n.° 150): CD<90°, C'D>90\ e 
però le ineguaglianze tra i coseni daranno : B(T>CD, c BC'OC'D. 

Posto ciò , la relazione sena<CsenCD, quando CD<C90", c quindi 
j 4<C90°, darà: o>CD, o pure a<180° — CD. Or, come sopra si è visto 
180" — Cl)=C'D, dunque queste ultime quattro ineguaglianze riduconsi 
a due , ed indicano che il triangolo non può sussistere quando il lato 
a è minore de la perpendicolare condotta dal vertice C sul lato AB. 
nel fuso acutangolo , o pure è maggiore de la corrispondente perpen- 
dicolare nel fuso ottusangolo ; perocché I’ arco descritto dal punto C 
come centro , se 1' angolo A è <90°, o dal vertice C' se .d;>90 o , e 
con l’ internilo =a non potrà incontrare l’arco AA', c quindi non po- 
trà neppure aver luogo il triangolo richiesto. 
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203. Restringendo tutti i criteri precedenti ai casi più generali 
può formarsene la tavola seguente : 



Vi saranno 
due soluzioni, se 



^<90°,a<ft,a-h6<180 o 

U>90V>ò,a-t-ò>l 8°° 



Vi sarà 

una soluzione, se 



a>6,<H-6<i80 o ) 

.a<6,a-M)>180°j 



, Xf<9ft° 
e sara fi>(j09 



Non vi sarà 
soluzione alcuna, se 



^<90°,a>6,«+6>180°, 

.4>90°,a<6,a-H»<180°, 

sena<sen.4scii6, 



206. Caso VI. — Pali due angoli A, B ed il lato a opposto al pri*. 
ino , determinare l'altro angolo C, e i due lati b, c. 

Le forinole per la risoluzione di questo caso sono le (p, F',171),.. 
(s,Z\172) e la formolo di quattro seni, cioè: 



(C) 



cots=cosatanB, 



sen(C— «)=■ 



senscos.1 



cos B 



(c) tant=eosZ?tana, sen(e — t)=sen/cotAtanfi; 

, senasen# 

(b) sen#= — ; 

sen.4 



col primo sistema si calcolerà 1’ angolo C, col secondo il Iato c, e con.' 
la (b) si calcolerà l’ altro lato b. 

207. Quando, si tratta di conoscere no solo de“lre clementi inco- 
gniti, si adopererà quello de’ tre sistemi (C), (e), (b) che fa al caso ; 
ma quando si vogliano tutti e tre gli elementi , il calcolo riesce più 
semplice mercè la seguente 

Soluzione 2.* — Con la forinola de’ quattro seni. 



(b) 



sellài- 



senasenB 

sen.l 



si calcolerà il lato k; quindi,, trovalo questo lato e «mescendo gli 
altri elementi À, B, c, si determineranno 1’ altro lato c e il rimanete 
te angolo C con le analogie di Neper : 

sen y [À—lt) 

(Q cot -C= - tan- (4—2?), 

sen - (a—b) 
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, sen T [M-tt) , 

(c) tan -c= tan- ( a—b ). 

sen y (.!—.») 



208. Questo caso , vista la natura de le forinole clic servono a 
risolverlo , presenta le medesime circostanze del caso precedente in or- 
dine a le doppie soluzioni ; e per stabilire i criteri mercè i quali pos- 
siamo conoscere se esistano o pur nò , o se si riducano ad una sola 
soluzione , si può far capo de la formula algebrica relativa al triangolo 
polare di quello clic qui si considera : cosi trasformata la formolo alge- 
brica di cosa (4,141) nell’ altra 



cos4'= 



cosa' — cosò'cosc' 
sentasene' 



mercè le relazioni (m. 147) si applicherò a questa formola quanto si 
disse nel n° 200 e seguenti ; per lo clic basta accennare le lettere del 
quadro del n.° 203, c quindi con le stesse relazioni (m. 147) si ritornerà 
al triangolo che in questo caso si considera. In questo modo operan- 
do si ottiene la tavola seguente : 

a qualunque f.4>J?,.4-l-ff<180° s’avrà una soluzione, e 4<90° 

ed (/l<l/l,4-hB>180 0 » una soluzione , e 4>90° 

I j4>/f,.4-MC>180 o '\ /'due soluzioni , 

A=lì,A -t-2£>180" < s’avrà ' una soluzione, c 4=a, 
4>//,3-f-W=180°) (una soluzione, e 4=180" — a, 

A<H,À+It< ISO”) 

A<B,A-hB=iW'( , . 

4=//,^<180" nessuna soIuz,one 
4=/M-t-tf=180°j 

I . 4 <; #< 380 ° due soluzioni, 

.4=/J,.-H-/;<;i80 o una soluzione, e b=a, 

A<ÌB,A-hll-—ìH0 a una soluzione, e 4=180" — a. 

4>/M +-//>! 80’) 

A>B,A-bB=\S0°l . . 

À==B,A+ir>\$Q 0 "cssuna soluzione 

4=»,’4-(-«=180") 
ttnÀ<Csen2i sena nessuna soluzione ; 

e limitando questi criteri ai casi più comuni , si può stabilire che nel 
\ 1 euso 

Vi saranno J'a>-90' , ,4>fl,/l4-B>189 o 
due soluzioni, se (a<90%/i<;Z^.44-.B<;i80 0 
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Vi sarà la essendo j/l<;B,.l-|-B>l 80" j n 6>90° 
una soluzione, se j qualunque ( 90° 



Non vi sarà 
soluzione alcuna, se 



( a>90\ 4<C, ,4-f-Z?<tS0°,. 
j a<90\.4>«,.l+fi>180", 

( se n /laseri a send. 



1 criteri stabiliti ne’ due ultimi casi sono stati per la prima volta 
dati nel modo il più completo da A vi ante: nè un'analisi cosi compiu- 
ta de’ casi , cosi detti, dubbi i , era mai stata data in alcun trattalo di 
Trigonometria , non esclusi quei distinti di Bertrand , Legendrf. , e 
Tacroix. Noi tenendo altra via , ci siamo confrontali co) fu distinto 
Professore Napolitano. 



ARTICOLO HI. 



RlSOLl'ZIO.VE D 1 eri triascoio sferico in cebti casi speciali. 



’209. Caso I. — • Quando i lati del triangolo sono archi piccolissimi 
rispetto al raggio de la sfera. 

Sicno a, b, c i tre lati d'un triangolo sferico, e sieno si piccoli 
rispetto al raggio de la sfera , che riferendoli a questo raggio , preso 
per unità , le tre quantità a , b , c risultino frazioni piccolissime. 

Posto ciò , volendo risolvere questo triangolo , abbiamo per calco- 
lare 1’ angolo A, la formola (C.151) 



(A) 



tan T d = 



sen ^ (a-K — 6)sen-r («-4-6— e) 



scn — (k+-c- 



-a) sen^- (a+è-t-c; 



1 



l 

I 



e poiché le quantità a, b, csono, per ipotesi, piccolissime, così svi- 
luppando i seni in serie, mercè la formola (11,98), si potranno dis- 
prezzare tutti i termini al di là di quello clic risulta del quarto grado» 
Fatti pertanto gl’ indicati sviluppi, che, in virili di quest’ ultima con-- 
venzione , basterà arrestare ai secondi termini ; eseguite le moltiplica- 
zioni c trascurando i termini che risultano di grado supcriore ai-quar- 
to , si troverà : 



j 6) («-H>— c) 

ì — «) («-+-6-+-C) 



1 -ii {aa+6 * +ci ~ 26t) lT 

1— — (a t -\-b % -\-c*+2bc), A 
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Or, il primo fattore del secondo membro rappresenta la tangente de la 
metà (i'nn angolo del triangolo rettilineo, i cui lati fosser lunghi quanto 
a, b, c; quindi dinotando con A t cotest' angolo , avremo: 





[tapi 

1 — ^ (a -f-c*-H*-+-26e) J 2 



Sviluppando la frazione sottoposta al radicale, fra i limiti d’ap- 
prossimazione assegnali, per il che sarà sufficiente ritenere i soli primi 
due termini del quoziente da quella frazione indicato , s' avrà : 



tany-4=y/ 1-+-Ì tetani A t ; 

finalmente sviluppando il radicale con la formolo del binomio , e an- 
cor tra gli stessi limiti d' approsimuzionc , s’ avrà : 

tan| i • i 6r)tani A it 



donde agevolmente si trae : 



(1) seni (A — 4.)= i . i c&scni /l.cosi A. 

» / 2 ’ | «/ 3 j o > 2 

Posto ciò , facciasi per un momento seni .d/os-i A=m, e sarà: 



seni (A—A t )= 1 . i mbc, cosi (4— A t )=^ 1— ( i . i mbc '=l, 

disprezzando nello sviluppo del radicale le potenze superiori a la quarta. 
Laonde tra i proposti limiti d’approssimazione si può tenerci (.1 — -i) 

=o , c però cosi .l=cosi .4, f cos i c hc | a formolo (1) diviene: 



(-) seni (4-/1,)=^ . i ftcseni -l.cosi A t = i . i be j scn-V 

Ma appunto perchè, secondo questa formula, seri— {A — ,4J è minore 

di bc e poichèi (zi — .IjXOO 0 , quest'arco esso stesso sarà una quantità 
piccolissima, e però, sostituendo nel primo membro al seno il suo svi- 
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luppo in serie, e sprezzando i termini di grado superiore al quarto, si 
avrà Analmente: 





essendo E=y òcsen/t, la superficie del iriaiujolo rettilineo che ha i suoi 

lati lunghi quanto gli archi a, b, c, del triangolo sferico proposto. Per- 
tanto avremo : 

(3) , B,— !)-+-— , C,=C-f-y . 

E poiché addizionando queste forinole e osservando che A t -\-B t -\-C t =: 
180° si trae 



M-B-+-C— 180°=E, 

così si vede esser la quantità E l’eccesso de la somma de’ tre angoli del 
triangolo sferico sopra due retti , ed è per questo che vien chiamata 
eccesso sferico. Laonde , giusta le formolo (3J , si può stabilire il se- 
guente 

Teorema. — Un triangolo sferico i cui lati a, b, c son piccolissimi ris- 
petto al raggio de la sfera , si può riguardare come un triangolo retti- 
lineo , » cui lati avesser le medesime lunghezze a, b, c, e i cui angoli 
fosser quei del triangolo proposto, diminuito ciascuno del terzo de l'ec- 
cesso sferico. 

Quest’ importantissimo teorema è dovuto a 1‘ illustre Legendre, e 
la dimostrazione diretta , qui innanzi esposta , è del geometra aleman- 
no WlNKLER (‘). 

’^IO. Nell' applicazione di cotesto tcoroma , giova tener presento 
quel che segue. Dinotando con 5 la superficie-^- bc sen.1, del triangolo 
rettilineo , come sopra è detto , e ristabilendo l'omogeneità nella for- 
inola L’=y bc sen.l,±=5, col porre : 




essendo R il raggio de la sfera ; allora , questa formolo ci darà E in 
una frazione del raggio preso per unità , mentre nelle formole (3) gli 
angoli A, B, C s'intendono dati in gladi. Sarà dunque necessario con- 
vertire ancora E in gradi ; ed è questo un problema che soventi vol- 
te si ha occasione porlo in pratica, affine di restituire l’omogeneità 

(‘1 Crecie — Journal /tir die reine und angexcandte Mathematik; v. 41 j 
pag. 273. 
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a<) una formolo , come la proposta ; e consiste appunto nel convenire 
in (/radi e sue divisioni , un arco espresso in parli del raggio, e reci- 
procamente. La soluzione di questo problema ottiensi facilmente, mercè 
le considerazioni seguenti. 

Suppongasi il raggio de le tavole contorto ed applicato su la cir- 
conferenza : esso abbraccerà un numero di gradi die rappresenteremo 
fon fi", o pure un numero H’ di primi , o in (Ine un numero fi’ di 
secondi: i quali numeri facilmente possono calcolarsi, poiché essendo 
t=3,141o9Ì6 la lunghezza de la mezza circonferenza, il cui raggio è 
1 , e contenendo quella 180°, allora il numero H" si otterrà da la pro- 
porzione 

4 fi AO 

* : i:;i80° 

u 



e sara perciò 



180° 



il numero de’ gradi contenuti nell’ arco abbraccia- 



to dal raggio ; il quale numero convertito in primi o in secondi divie- 

180°X60 18CX60X60 

ne ; . Pertanto sara: 



180° 

Raggio espresso in gradi R n = — — =57°, 29578; 

71 

1 0800 ; 

Raggio espresso in primi R*= — =3437'747; 

t: 

5 48000" 

Raggio espresso in secondi /('== — —200264", 8. 

ir 

Posto ciò sia a un arco espresso in parti del raggio , c rappor- 
tiamo rispettivamente con a”, a', a" i numeri di gradi, di primi , e 
di secondi che in esso si contengono. Avremo , per determinare que- 
sti numeri , come è chiaro , le proporzioni seguenti: 

1 : a::fi° : a°::fi' : : «\ 

donde 

a° a' a* 

a=y {1 =-,=- o puro a —aR ; a —aR’; a =aR . 



Quindi un arco dato in gradi , o pure in primi o pure in secon- 
di , si convertirà in parli del raggio , dividendolo per R®, quando è 
espresso in gradi , per R' quando è espresso in primi , e per R" quando 
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è esjn'tsxo in secondi. E reciprocamente un arco dato in parli del rag- 
gio si convertirà in gradi moltiplicandolo per R°; si convertirà in pri- 
mi moltiplicandolo per R'; e finalmente in secondi moltiplicandolo per R". 
Si avverta , come l’ espressione di R" possa seriversi anche cosi : 

1 : ; e siccome il denominatore de la frazione divisore esprime 

6-18000’ r 

l'arco di un secondo, e quando un arco è piccolissimo, come in questo 
caso , può ad esso sostituirsi il suo seno , cosi si avrà con molla ap- 
prossimazione R"= , e quindi «= ^-,=a"seni". In questo modo 

seni’ 

l’ arco a trovasi rimpiazzato da una linea trigonometrica , moltiplicata 
pel numero dei secondi in esso contenuti. 

*211. Volendo ora ridurre E in secondi, convien moltiplicare il 
rapporto (4) pel numero de’ secondi contenuti nel raggio 1; ed essen- 
do /{''=206264",8 questo numero , s'avrà definitivamente 

(3) £=Ì.ir=Ì.2062tìV8. 



Posto ciò , 1°, se del triangolo sferico son dati i tre Iati «, b, c, 
sarà (4,135) \J s($ — a) (s — b)(s — c) , essendo 2s=a+M-c , c quindi 



(6) 



R* 



Calcolati, mercè i tre lati a, b, c, i tre angoli A,, D,, C t , del triangolo 
rettilineo , si avranno quelli del proposto sferico , aggiungendo a cia- 
scuno de’primiy E. 

2.“ Se poi son dati due lati b, c, e f angolo .1 compreso da essi , 
allora (1,133) 



c àcscn/1 . .. _, 

& — - , e quindi (7) E= 



èrse n A 

2 /<“ 



/i". 



In verità la vera espressione di S sarebbe S— 



àcsen.4, 

2 



; ma poiché i duo 



angoli A ed A t , come abbiam veduto, differiscono tra loro per una quan- 
tità del secondo grado rispetto a la quantità piccolissima ic, cosi le due 
. . àrsene àrsemi. 

espressioni — - — c — non dififcriscono neppure esse tra loro sino 

2 2 * 

a quest’ ordine. 



Digitized by Google 




172 TRIGONOMETRIA 

Calcolati gli angoli B, e C, e il terzo lato a del triangolo retti- 
lineo , mercè i dati b , c, ed A — -i- E, avremo le tre parti cercate del 

triangolo sferico , cioè a, S,-h~ E,C,+ir 

O «I. 

3.° Quando del triangolo sferico son dati due angoli A e B e il lato 
adiacente c, sarà (2,135) : 



( 8 ) 



c senBsenA , .. _ c senBseuA iT 

e quindi E=- — • — — 

2sen(A-t-B) sen (A-+-B) 2R 



E similmente se son dati gli angoli A e D col lato a opposto ad 
uno di essi, si può prendere con l’approssimazione ritenuta , C,=180* 
— A-~ 'B, e quindi mercè la forinola (3,135) s’ avrà : 



(9) 



a*sen/?sen(.4-|-B) it“ 
scnd 2 R' 



Fatto ciò si calcoleranno gli altri elementi incogniti del triangola 
rettilineo , e quindi se ne dedurranno quelli del pioposto sferico. 

4.° In iiue se son dati due lati a, b e l'angolo A, si potrà prendere 



senZ?,= 



òsenA 

a 



e quindi , come sopra C=180° — e sarà poi 



( 10 ) 



r abscnC, „„ 
E= ~~^ R - 



“212. Caso II. — Risoluzione d' un triangolo sferico, nel caso in 
cui due suoi lati differiscano poco da un quadrante. 

Sieno a, b, c i tre lati del triangolo , ed a e 6 sien quelli che 
differiscan poco da un quadrante ; determinare il terzo lato e e l' an- 
golo opposto C. 

È noto da la Geometria che T angolo di due archi di cerchio mas- 
simo ha per misura Parco di cerchio massimo descritto dal vertice de 
l’angolo come polo, c con un intervallo eguale ad un quadrante; quin- 
di se fosse a=ò=90°, sarebbe C=c\ ma poiché oe b differiscono por 
poco da un quadrante , così pure 1' angolo C differirà per poco da c. 
Or , messo a=90°-Hi, , ò=90”-|-ò 1 e C=c+C I , avremo per la for- 
mala nota (A, 141) 



cos(c-(-C j )=i 



cose — cos(90°-t-a I )cos(90 0 4-6 I ) 



sen(90 l> -4-a i )sen(90°-t-ò i ) 
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. _ , cose — sena, seni, 

cos (c+C,)= 

cosa,coso. 



173 



Or , sostituendo in questa formula ai seni e coseni i loro sviluppi in 
serie, dati da le forinole (11) c (12) del n.° 95 , e sprezzando le pò* 
tenze superiori a la quarta , si troverà : 



cos(e-t-C,)— 



cose-*— 0 , 0 , 



1 

2 2 



o ancora, moltiplicando ambi i termini di queste frazioni per 1-|- i+i 

c sprezzando nel risultamento i termini digrado superiore al secondo, 
sarà : 



( 12 ) 



cos(M-r,)= 



cose— a,ài. 



Si ha poi: cos^-l-CJ^cosccosC, — sencsenC, , o pure, sostituendo 
In questa forinola per cos C, c senC, i loro sviluppi in serie (n“ 95) e 
trascurando le potenze superiori a la prima, in grazia de la piccolezza 
de l’arco G„ sarà: 



cos(c+G I '=cosc — C,senc, 

e però paragonando questa espressione a 1’ altra (12) se ne deduce 



(13) 



«A— ■ 2 (a.’+Ocosc 



sene 



e sarà questo il valore di { 7 , , espresso in parti del raggio , che si do- 
vrà aggiungere a c per aver C. 

A rendere intanto più semplice la forma de la precedente espres- 
sione basta riflettere che identicamente si ha : 



« A=j K+fO-j («.-A)*; J (a 1 *+*.*)={ {a.+fi.r+i (a, — 6,)*, 



e però la (13) può scriversi ancor cosi : 

j (i.-H>i)*(l — cose) -j (a ■ — ii;*(1-f-cose) 

Ci=- — 

sene sene 
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si che, ponendo a t -4-6,=2/j, a, — b t =2q, c tenendo presenti le' for- 
inole {21 e 22,82) avremo in fine : 

(11) C,= 5 p*Un y c— g*cot y c. 

E volendo ridurre C, omogeneo con p e </, che si suppongon dati in 
secondi , bisognerà scrivere : 

(lo) C.= — tan— C‘ — ^-"cot— c, 

v ' h 2 H 2 

dinotando JT il raggio espresso in secondi. 

*213. Vi sarebbero ancora altri casi particolari de la risoluzione 
d’ un triangolo sferico , ma por questi rimandiamo il lettore al Trat- 
talo di Trigonometria (li Lf.gendre , donde abbiom tolti i due prece- 
denti. Invece esporremo talune trasformazioni di formolo, ove un ele- 
mento del triangolo trovasi determinato per coseno o per seno; impe- 
rocché quando I’ arco è piccolissimo il suo coseno è molto prossimo a 
l'unità, e lo è, per contro il seno, quando l'arco differisce pochissimo da 
90 u . In entrambi questi casi , la determinazione di qucU'clcmcnlo può 
ben risultare fallace , potendosi avere un valore più o meno grande 
del vero , precipuamente quando si fa uso de le tavole logaritmiche a 
sette decimali. Pertanto, seguendo l' illustre Amante (*), poniamo clic 
s' abbia : 



(Iti) 



cos x=F; 



sarà pure : 



1 — cosar 
1-f-cosar 



o vero (n.° 82) 



(17) 




1 — F 



cosi questa formola può essere sostituita a la (IO), evitando il soprascritto 
inconveniente. 

Parimente a la formola 



(18) seny=F, 

si rimpiazza 1' altra : 



(19) 



tan(A5° — -i j/)= 



1 —F 

T+f' 



Conviene ora vedere in quali casi le due formole (17) c (19) si possa n 
agevolmente trasformare in guisa da poteni applicare i logaritmi. Quc- 



(*) Trigonometria ; pag. <9 cd Elementi di Geodesia ; pag GO. 
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sii casi , come è facile di sorgere sono principalmente 1 quando la 
F è una frazione i cui termini sono due coseni o due seni o un seno 
ed un coseno, perchè cosi s’avrà in ciascun termine de la (17) o de la 
(19) una somma o una differenza di seni o coseni trasformabile in pro- 
dotti ; 2.° allorché F è il prodotto o il quoziente di due tangenti o 
di due cotangenti , o ancora d’ una tangente e d’ una cotangente. Ma 
in qualunque caso , si pone F— taos, e s' avrà : 

tan* j ar=tan(4o'— 3) o pure tan( lo° — y y)= tan:; 

si che, calcolato z per mezzo de la F= tanz, si avran quindi I o j 
mercè queste due ultime , e il calcolo logaritmico vi troverà luogo. 

Per dare un’ applicazione di si fatte trasformazioni , poniamo che 
si tratti de le forinole 



_ cos fl 

co5d=cot/)rotc, cos è= — 

scnC 

relative al coso I.° de’ triangoli rettangoli. Qui per la prima di queste 
formolo è F=eotBcot(7, e però secondo la formola (17) avremo: 



, i 1 — cotBcotC 

tan — a= 

2 l-+-cotCcolt' 



scnCscnC — cosBcosC 



cos(B-f-F) 



senBsenC-t-cosBeosG sen(B+-G/ 



e quindi : 



tany y _ 



cos(B-|-C) 
scn(B-t-C) 
cos B cos B 



Per la seconda formola poi è F — ~ : — — - . c però secon- 

senC cos9()° — C) 



do la (17) avremo 



cosB 



tan* y 6 = 



1-f- 



cos <)(>"— C) cos(90°— C — cose 

cosfOO" — C)+cosB 



cosfl 
cos(90" — C) 



e quindi (26,82): 

tany D=\J— tan[4o°— y (C — B) ] tan [45® — y (C+B)]. 

Chi bramasse ulteriori applicazioni può riscontrarle nella ripetuta 
Trigonometria di Amante. 
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RISOLUZIONE DI TALCHÉ EQUAZIONI , MERCÈ I.’ USO DE LE LINEE TRIGONOMETRICHE. 



214. Ne’varii problemi innanzi trattati talune forinole trigonome- 
triche ed irrazionali , inadatte al calcolo logaritmico , agevolmente in 
altre razionali si trasformavano, e cosi.il valore de l'incognita veniva 
dato da una formolo coi logaritmi trattabile. Or, se attentamente ci 
facciamo a considerare talune forinole trigonometriche fondamentali, ci 
si renderà agevole la innanzi detta trasformazione in altri casi di cal- 
colo numerico di formule irrazionali. 

Già sappiamo dal n.° 80, come , dinotando u un angolo qualun- 
que , s' abbia sempre : 

(1) —co tu-)- y/ l-t-cot*u=tan y ti 

( 2 ) cotu-tV l-l-cot*u=cot y u 

(3) cosecu — y/cosec*u— l=tany u, 

(4) * cosccu+y/cosec'u — l=cotv u; 

Or, i primi membri di queste forinole che veggonsi equivalenti a forme 
razionali , quali sono i secondi , rappresentano , le radici d* un' equa- 
zione del secondo grado, e ciò per essere stati essi da una simile equa- 
zione dedotti. Pertanto se , mercé una conveniente scelta de 1’ angolo 
u si potessero identificare con quelle formole (1) e (2) (3) e (4) le radici 
de 1’ equazione generale del secondo grado 

x*-h px-\-q=o, 

il calcolo di queste radici, espresse in forma irrazionale, si ridurrebbe 
a quello di forme razionali. 

215. Poniamo dunque osserc q<j> ed aversi 1’ equazione 

(5) o£±px — q=o, 

le cui radici x',x" sono , come si sa : 

(6) «'=qry M- \J \ *’=q=y P— n/t p * +9. 
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e queste fornitile, paragonate a le (1) e (21 a queste si riducono, 1° 
riducendo a I' unità il coefficiente q , il clic facilmente ottiensi scriven- 
do le (6) nel modo seguente : 



V* *"=( =F w r v % +1 ) v/,,: 

2° ponendo 



( 7 ) 



cotu=rfi— - 



2 Vi ' 

o i risiili 

«'= \'q . col-— «, x"— — \J q . tan 4 a , 



con che , sostituendo c paragonando i risultamcnli a le (1) c (2) , a- 
Vremo : 

(8) 



e in cotal modo le radici de la (5) si verranno a determinate, co # 
logaritmi , mercè la formola (7), che determina 1' angolo ausiliario u, 
e le (8). 

Cotcsta trasformazione è legittima; 1° perchè il secondo membro 
de la (7) è sempre reale ; 2° perchè, sicn qualunque i valori numerici di 
p e q, si avrà sempre un valore reale per m , potendo la cotangente va- 
riar tra i limiti — x e -+-x . È poi da tener presente che quello tra 
gl'infiniti valori che può aver u, per un dato sistema di valori di/» e 
q, dev’essere quello che è compreso tra 90° c 180°, quando nella (3) 
sia /»>o, e sarà al contrario quello che è <190°, quando p<J>. 

216. Quando poi sia <£>o, c s’abbia l'equazione 

(9) x'dzpx-+-q—o 

le sue radici possono esser messe sotto la forma seguente : 




quindi , supposto verificato il caso di /A>ir/, clic è quello de le radici 
reali, le precedenti formolo si posposto identificare con le (3; c po- 
nendo 

/ 

(10) cosectt=rp— — , o vero scnu=q7-7-— , 

2 V V P 



e s’ avrà : 

(H) 



ar'=\/ 1 



w 



tan I «: 



x''=V //f /.COt4 M- 
‘ 13 
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Cosi il cnlcolo de le radici de le (9) si trova ridotto a quello de 
le forinole (10) c (11) ; nè la trasformazione sarà illegittima , avvegna- 

2 \/q 

cliè, per ipotesi, sia — - — <t, qual dev’essere il seno, clic può d’al- 
P 



tronde assumere un valor positivo o negativo. 

217. Se, per contro, fosse verificata la condizione nel 

qual caso le radici de le (9) sono immaginarie , allora messe queste 
radici sotto la forma : 



il coefficiente di y/ — 1, sarà, secondo l'ipotesi, sempre reale è minoro 
di 1, e sarà quindi lecito porre 



( 12 ) 



coste 



n p 

o vero (13) scnw=qi- 



2\fq *“ *"2 y/q’ 

« secondo l’unn o l’altra di queste posizioni s’avrà: 

(li) x'=\^q . (costi-f- y/ — lscnu); x"=\/ q. (costa — y/ — lsenu) 



(15) jc'=y/ q . (scnu-l-y/ — lcosu); x"==\/q .(senu — — lcosu). 



218. Giovo notare come, secondo la formolo (12), l’angolo u 6 
acuto, se p è positivo nella proposta equazione , ed a l’ opposto è ot- 
tuso e supplemento del primo, quando p è negativo : si che risoluta 
l’ equazione 

a?-\-px-{-q=n 

con le due radici 



r= y/ q . 'cosuzfcy/ — 1 senu). 



sarà pure risoluta l’altra 



— px-\-q=o 

se nella precedente espressione si muti « in ir — u. 

219. Passiamo ora a l’equazione del terzo grado, c supponendo 
che essa , priva del secondo termine , sia 

(16) ,r’-+f.c±y/=o , 
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allora, ponendo per brevità, 

<>’> 

(18) -j (— 1+V^— 3 ;= a e quindi y (—1— v/—3)=a*. 

le radici x', a?, x m de la (16) saranno, come è noto, espresse da 

(19) x'—A-\-B; x"=a4+a*J!; x"'=:a*A-HiIt. 

Or , la quantità sottoposta ai radicali cubici (17) può mettersi solto il 
seguente aspetto : 

V / |-[+l\/? ± V / Vp ;1+1 )’’ 

•e però , ponendo 

(20) cotu=_|y/p’ 

-sostituendo c riducendo i risultamcnti , mercè le formolo (1) c (2), sì 
troverà : 

3 3 

A= y | • \J coty u ; B =—^ | \J tan Y I». 

In questo modo la prima radice (19) diviene: 

3 3 



x'=\J ^ • (v^V ta "7 « ) ’ 

e se facciasi 

3 

colr=y/ cot-^- u, 
sarà più semplicemente (21,82): 

x '=2 \J ^ -00120. 

In simil guisa operando su le altre due radici (19), e rimpiazzando u 
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fe a* con le loro espressioni (20) , troveremo le tre radici de 
espresse così : ^ 



cot2r, 



( 22 ) 



* - 2 v/ J 

x"= — y/-^ . ^cot2t> — \J — 3 . cosec2t>^ , 
x"‘=—\J | . ^cot2t'+v/^3 . cosec2t’^. 



la (16) 



Così il calcolo de l’unica radice reale , che , in questo caso, ammette 
1’ equazione, trovasi ridotto a quello de le formole (20), (21) e de la 
prima (22), tutte di facile accesso ai logaritmi. 

220. Se poi 1’ equazione data è de la forma 



(23) 



x * — px±q=o. 



le radici saran pur qui espresse da 
(24) x'—A+Ii, x"—aA-\-a*B, x’"=a'A-\-aB; 
ma sarà invece: 




q* p* 

e però , ponendo che sia -r> — , si farà , come al n.° 217 : 




Indi ponendo , come al n." prec. , 



3 

( 27 ) tant’= y/ tan ^ u , 
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risulterà finalmente: 



(28) 



x'—2 V^". coscc2i\ 

x" = — \j ^ . ^cosec2u-+-\/ — 3 . co12i>^> 
x ?"— — y ^ , ^cosec2t> — \J — 3 . cot3u 



e saran queste le radici de la (23), la prima de le quali , la x', ch’è 
la sola reale , si calcolerà agevolmente coi logaritmi , dopo aversi cal- 
colati , con Io stesso mezzo , gli angoli u e v, mercè le (26) e (27), 

/■»“ n J 

221. Supponendo, per contro, che sia|<(-, cioè che s abbia 

4 27 

il caso in'educibile (’), si porranno le (25) sotto la forma comune 

Indi dinotando con ~ la mezza circonferenza di raggio 1 , osservando 
che cos| = — | , e sen| = | \/3, e perciò : — l=2cos| , y3=2. 

sen | , e posto 
« 

q /27 . 

(29) cosn=q=^ y — , , si troverà : 

| ^cos J M cos| 4-sen| u sen | ^ =2 \J ^ -cos| (** — 2~)= 

=2 Y / 1 ,cos| (ii-t-iu). 

E riducendo al modo stesso l’espressione di x n \ troveremo filialmente 
che le radici de I’ equazione 

(23) x’— px±q=o, 

nel caso irreducibile sono espresse così : 

(30) x'—2\J | .cos-ì u,x"—±\J | .cos ^ | .cos ^ (u-t-2,-!) J 

(’) 1)' .Vnciuu — Elementi et .-thjcbra ; a.' ISO. 
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essendo « un angolo determinato da la f'29). 
222. Avrebbesi potuto egualmente porre 

'27 

P 1 

e si sarebbe così ottenuto 

i 3 



sene: 



q / 27 

=+l V ? 



(+§ W \ - j 7 ) * =\! | • \/ *•»+■ V 7 — Icose r 

ma dal paragone de la (29) con la precedente forinola che dà seni? ri- 
sultando 

senc=cosu, e quindi cost'=senu, 

si ricade novellamente su le radici (30) 

223. Non meno agevole riesce la risoluzione de le equazioni bo- 
nomie mercè le linee trigonometriche. In effetti abbiasi primamente 

(31) *"= U 
e rappresentando , come al n.° 73, con 

(32) ar=r(cost'-(-\/ — lsene) 

una qualunque de le radici de la proposta , dovrà essere i 

r m (cosi'-f- V 7 — lsenc) m =i, 

o vero (n.° 61) 

r m (cosme-t- V 7 — lsenme)=1 , 



c quindi 



o sia (n.i 42 c 43) 



r m =1 , cosmi'=o sen»u'=o. 



, . 2àt: 

r=l, mr=±r2frn, r =~r — . 

in 



essendo S un numero intero c positivo. Pertanto la (32) diviene 



m 



Vi 



Digitized by Google 



RtSOLCZIONF. DI TALCHÉ EQCAZ. NCM. COX LA TRIGOXOM. 183 

e questa forinola comprenderà tutti i valori capaci a verificare la pro- 
posta (31), con apposita determinazione del numero k. Questi valori 
saranno soltanto ni, come si dimostrò nel n.° 73, purché si diano a k i, 
valori de la serie 



0, 1, 2, 



ni — 2 m 

2 T 



quando m è pari , o quelli de la serie 



0 , 1 , 2 , ... . 



m — 3 m — .1 



2 



2 



quando m è impari. 

Laonde nel primo caso la (32) avrà due radici reali -(-1 e — 1, co- 



ni 



me si sapeva (*), le quali corrispondono ai valori k=o, k= — , e tutte 

2 

te altre saranno immaginarie a due a due coniugate come qui appresso 
si vede : 



x=cos- 



2it 



(34) 



x=cos 



T 2n 
-V — lsen — , 
m m 

4t 

— t-V — lsen — 



as=cos 



m m 



x=cos 



m 



m 



■ 4,1 



m 



lsen — ; 
m 



(m— 2> ./ (m — 2)ic (m— 2)it / 7 

a^=cos- hy — lsen , x=cos y — lsen 



(m 



n» 



m 



m 



Nel caso poi di m impari avrà la (32) runica radice reale — f- 1 , corri- 
spondente al valore di fc=o, e le seguenti m — 1 immaginarie e a due 
a due coniugate : 



2r / 2* 

X=COS — Hv — lsen — , 

m m 

4ir- 

m 



4- 

)x=cos 
(3 o) < m 



2» ~ 2* 
x=cos y — lsen — ; 



4" / 

— |-y — lsen — , 



x=cos 



m 

4s 



m 

4!_vCI*À 

in m 



(m — l)it , / T ( m — 1)" ( m — l) 15 , / , ( m 

x= cos 1-y — lsen- , x=cos — — y — lsen — 



m 



m 



m 



(“) D'À.'iiftEA — Opera Citata i n.’ 403,2*» 



— 2)n 

m 



— 1 1)e 

ut 
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'224. Abbiasi , in secondo luogo , 

(36) x =— 1 , 

e ponendo 

ar=r(cosv-i- ^ — 1 sene). 



si troverà , seguendo ragionamenti analoghi a quelli del numero pre» 
cedente : 

i p _ (2A-+i;g 

e però : 

(2ÌH-1)#. (2t+lk 

(37) x=cos- — ; ±y — 1 sen——— . 



m 



m 



Cotesto formolo conterrà le radici de la (36) e , per determinar- 
le . si chiami h il numero intero più prossimo (in più o iu meno) a 
2AH-1 

— - — ; cosi la differenza tra quel numero e questa frazione sarà un’altra 

frazione di numeratore impari c minore o al più eguale ad ■— , e s’avTà; 

2A-+1 2k'-hl 

=/cfc , 

2m 2m 

essendo 2A'-t-l un numero impari , al più , eguale ad m. Quindi da 
tale relazione emerge : 

(2A+1)k (2A'-|-1)x (2A-hl> (2*'+l> 

cos— — =cos — . sen- — =±sen-l , 

m m in m 



e la (37) diviene : 



(38) 



x=cos- 



(2A'-|~l)r 



m 






1 sen 



(2A' +1), 

m 



Pertanto se m b pari, per soddisfare la condizione che sia 2A'+1. 
a) piti , eguale ad m, bisognerà dare a 2A'-t-l nella (38) o a 2A+1 
ne la (37) i soli valori compresi nella serie 



1, 3, 5 (m— 1). 

Se poi m è impari , questi valori di 2 A'-h 1 o di 2A-J-1 sarau quelli 
de la serie 



1, 3, 6, . , . . m — 2,m; 
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c però, in tutti i casi, s’avranuo m valori distinti, come doveva essere. 

Inoltre nel caso di m puri tutte le radici saranno immaginarie, e 
a due a due coniugate , cioè : 



x=cos — |- V' / — lsen— , 



(39) 



m 

3jr 



:r=cos- — \ — lsen— ; 
m m 



, ** J — T 3» 

]x=cos> — hV — lsen — , 
m m 



3?r / . 3 it 

x= cos V — lsen — ; 

m m 



(tn — IV / (tn — IV (ni — IV 

£=cos hy — lsen - , x=coz 



m 



m 



m 



V=J 



lsCD 



(m — 1)* 



m 



e quando m è impari s’avrà una sola radice reale — 1, corrispondente 
a 2A-+-l=m, c tutte le rimanenti m — 1 saranno ancora immaginario 
e a due a due coniugate , cioè : 



»c=cos \~\ — 1 sen — , 

m m 

3 * 



• ,r~, * 

s V — lsen — ; 

w m 



(40) 



x=co$ 



•3* / 7 3* 

x=cos V — lsen — ; 

in ti i 



(m—2)n r— (m — 2)w (m— 2)* /— (»i— 2)* 

x=cos 1- y — lsen- , x=cos y — lsen i L 



rn 



m 



m 



m 



223. Osservando che , in generale , 

(m — 2 h)n 2/or (m — 2h)n 2hn 

cos- 1 — = — cos , sen =sen 

m m in in 



non si tarderà a riconoscere che i valori (40) sono eguali e di segno 
contrario a quelli (35) , come doveasi aspettare ; imperocché , com’ ò 
noto (*) le due equazioni 

m m 

X =1, X =• — 1, 



quando m è un numero impari, hanno le loro radici a due a due rispet- 
tivamente uguali e di segno contrario. 

Giova inoltre osservare come, in virtù de la teoria generale delle 
equazioni , il primo membro de la 

(31) x — l=o 



(') D’ Aspre* — Opera citata ; n.* 4W,l\ 
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sia scomponibile in fattori di primo grado de la forma (33) 



x — cos- 



2Air 



V — 1 



sen- 



2*n 



X — cos - 



2A- 



7— 2At 

V — lsen ,. 

ni 



m m m 

e quindi la forma generale de’ fattori di secondo grado del binomio 
a — 1, essendo il prodotto di questi due, sarà; 

2 kz 



(41) 



x* — 2xcos- 



m 



■+*1 » 



la quale comprende non solo i fattori corrispondenti a le radici imma- 
ginarie de la (31), ma pur quelli che corrispondono a le due reali, che 
ammette quando m è pari , e a 1’ unica reale clic ammette quando m 
è impari. In effetti per A=o, la (41) si riduce al quadralo (x — 1)* e 

a l’altro (aH-l;* per A— ^ ; sì che prendendone la radice quadrala 



s'avranno i fattori semplici x — l,ar-+-l, corrispondenti al primo caso; 
nel secondo caso , essendo esclusa l’ipotesi , s’ avrà il solo fat- 

A 



tore semplice x—~l. 

Per consimili ragioni la forma generale dei fattori di secondo gra- 
do de la 



(42) x +1=» 

è 



(43) 



x % — 2xcos- 



(2A+1> 



m 



+1. 



226. Nel caso più generale in cui si avesso 



(44) x m =±p , 

allora com ò risaputo (*) s’ avranno le radici di quest’equazione, molti- 

Vi f 

plicando il valor numerico di \p per le m radici de l’unità, già tro- 
vate ne’ numeri precedenti. 

227. Passiamo da ultimo a considerare l’equazione trinomia,6 
poniamo primamente clic questa avesse la forma 

2 in n* 

(43) x -+-px — q=o ; 



(*) b' A.NDBEA — Opera citala ; n.’ 102. 
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e fatta. 

m 

(46) x =y, risulterà : (47) y'-+-py — q—o. 

Quest’ ultima equazione darà due radici reali t/=a , t/=a , e qui»» 
di messi questi valori nell* equazione biuomia (45) s’otterrà: 

i i 

— mi — m / 

*=((l)) w VA ed x=f(l )) m V**Vy 

i 

I valori di ((l)) wl saranno compresi nella formolo : 

(48) =cos — , 

m m 



avvertendo però, come al n.® 223 di dare a k i valori 



0 , 1 , 2 , 




m 

¥ 



se m ò pari » e i valori 

0 , 1 , 2 , . 



in — t 
2~ 



se m i impari. È quindi agevole trovare in questo caso la forma ge- 
nerale de' fàttori di secondo grado de la (45), la quale sarà la seguente? 

(49) x* — 2axcos- = ^ — p-a*. 

m 

essendo a la radice m mn 'numerica de l’una o de l'altra radice de la (47). 

Non è piii difficile il caso quando il termine noto de la data e- 
quazione trinomia sia positivo nel primo membro, e s abbia perciò l una 
o I' altra de le due equazioni 

(50) x — px -q-</=o, (51) x -\-px +q=o. 



(’) Come si sa da l’Algebra (D’AMtar*— Elementi d'. 4 algebra ; n" III) le ra* 
dici d’ un’ equazione trinomia come la |H) si hanno moltiplicando ciascuna de lo 
radici de l'equazione di secondo grado |(7) per le ni radici de I' unità. Or per 
indicare, in uua sola forinola, che si considerano tutti questi m valori , ci siamo 
I 

avvalsi do la segnatura ((l)) w proposta da l’ illustre Cacchi. 
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Fatta la medesima sostituzione , come sopra , avremo : 

- (52) y’— J>!/-H 7 =o o (53) y*-H>y-Hr=o, 

e se le radici di queste equazioni risultano reali , la quistionc riducesi 
a quella del caso precedente. Poniamo dunque trattarsi particolarmente 
de la v 50j ed essere immaginarie le radici de la (52): allora ponendo, 
(n.° 217), 

p 

(54) cosu= , 

' 2yq 



le radici de la (52) saranno : 

y'=y/</.(cosu-t-y/ — lsenu), y'=y/g. (costi — y/ — lsenu),. 
e però quelle de la (50) saranno: 



i 



m 



=y4j. (costei: y/ — lsenu) m ((1)) M =^q.(c os^ ±y/ — 1 sen ) ((1))” 

U±2Air , / “ u±2 

V — lscn- 



Or, per la (48) e pel n.° 59, si ha : 

^cos— ±y/ — lsen— Veos— — f~y/ — lsen^-\=c 
V m ¥ tn A m mi 



m 



Vi 



quindi la forma generale de le radici de la (50) sarà: 



(55) 



!»/ / 1 

x=\ q. f cos- 



u~tr.2kn / u±2kr.\ 

±\ — lsen — — — V 



m 



e però i fattori di secondo grado del suo primo membro saranno tutti 
compresi ne la formula 



( 36 ) 



2 m/ 
x ' — 2x\ q. 



cos- 



tcfc2for I», 



m 



”7 

V«- 



Quando l'equazione data fosse invece la (51), allora la ridotta di 
secondo grado sarebbe la (53), le cui radici nel medesimo caso che fos- 
sero immaginarie si hanno (n.° 218) da quelle de la (51), col solo mu- 
tare u in - — li o anche, se si voglia, in — * — u, c però s’avranno le ra- 
dici de la (51) c i fattori del seconda grado , facendo questo cambia- 
mento ne le (55) c (5G) , laonde le prime saranno : 

**/ l U_fc(2M-l)7T td=(2*+-l>r\ 

(.»7) a=y q. (cos — lsen — } 

V m in ' 
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c i secondi : 




228. Se facciasi \/q=r m , s'avrà da la (34) p=2r m cosu; quindi 
il primo membro de la (50) prende la forma 

(59) x Jm — 2r"* x« costH-r 2 " 1 , 

e i fattori di secondo grado di questo trinomio saranno , secondo la 
formola (56): 

_ _ M— L2fclT _ 

(60) x* — 2rxcos t-r*. 

m 

Similmente i fattori di secondo grado del trinomio 

(61) x Jm -)-2 r* x m cosiH-r Jm 
sono dati da la formola: 



<62) 



X»— 2r.rcos- :Ì :- ( ~-' + - 1 i- 

m 



« 
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ALGORITMI IH VERSI 



LIBRO SECONDO 

ALGORITMI DIVERSI 

COI QUALI SI POSSON TRATTARE LE QUISTIONI GEOMETRICHE 

— — » a — » .... 

PREFAZIONE. 



229. Nella introduzione generale (pag. 2) dicemmo che nello sfu* 
diare le proprietà de 1’ estensione potevasi avere un triplice fine. Ora 
diremo che tutte le proposizioni geometriche si possono ordinare nel- 
le tre classi seguenti : 

1. ° Proposizioni che hanno per obbietto il dimostrare una già nota 
proprietà de l’estensione. 

2. ° Proposizioni il cui fine è quello d’ investigare le proprietà igno- 
te de 1' estensione. 

3. " Proposizioni che han per obbietto la risoluzione d'una quistione 
a lo spazio relativa. 

Le prime due classi costituiscono i teoremi , la terza comprende 
i problemi, i quali si dividono aneli’ essi in varie classi distinte. 

Qualunque sia il mezzo di che facciamo uso, spingendoci nel cam- 
po de le speculazioni astratte, le vie che ci si offrono per indagare la 
verità sono, per comune accordo de’ filosofi c geometri, in due distinte. 
Consiste l’una nel tener di continuo la nostra attenzione fissa su l’ob- 
bictto di cui voglionsi studiare le proprietà, e trovar queste per espe- 
rienza o per via di considerazioni e costruzioni suggerite da I’ obbict- 
to medesimo. Consiste 1' altra in porre una definizione de l’obbietto a 
studiare , desunta da qualche particolare e già nota proprietà di lui , 
c quindi da cotesta definizione , trarne tutte le conseguenze possibili , 
mercè uno stretto ordinamento logico. Il primo di colesti metodi di 
raziocinare , s'uddimunda metodo sintetico, e l’altro analitico, e a vie- 
meglio dichiararli varranno gli esempi seguenti. Poniamo che si tratti 
di trovar le proprietà de la perpendicolare rispetto a le obblique con- 
dotte insieme a quella da uno stesso punto ad una stessa retta. Tenen- 
do presente il dato sistema di rette, si paragona la perpendicolare ad 
una qualunque obbliqun, e per questo si prolunga la perpendicolare d’u- 
na quantità eguale a se stessa ; si congiunge l’ estremo di questo pro- 
lungamento col punto d’ intersezione de l’obbliqua e de la retta data, 
e finalmente paragonando i due triangoli clic ne risultano , si trae la 
nota proprietà, cioè, che la perpendicolare è minore de l'obbliqua. Or 
j>er giugnerc a la scoverta di questa proprietà siamo stati obbligati a 
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non perder di vista il dato sistema , c Fare una costruzione o rompo- 
sizione preparatoria e ideale , che è quella che costituisce la sintesi. 

Similmente , volendo venire a conoscenza de le proprietà che ri- 
sultano , quando due triangoli abbiano un angolo eguale ad un angolo, 
compresi questi angoli tra lati rispettivamente eguali , 1’ operazione o 
composizione ideale che facciamo, dettata da la natura stessa de l'ob- 
bietto, ò quella di soprapporre i due triangoli per vedere se coincido- 
no. Fatta questa sintesi , la sola nozione del triangolo ci mena a la 
conclusione de la eguaglianza. 

230. Pria di dare qualche esempio di analisi , giova notare, se- 
guendo il Sig. Ciiasi.es (') , come nelle due pronosizioni precedenti e 
in tutte le altre a queste analoghe non si vada drittamente in cerca 
de la verità , ma piuttosto può dirsi che s' istituisca una verifica spe- 
rimentale di una proprietà , già nota con altro metodo lutto proprio, 
l'analitico, che dicesi ancora metodo a priori, per di slinguerlo da 
quella fondato su la sperìenza che si dice a posteriori 

Per dare ora de gli esempli del mètodo analitico , poniamo che 
si voglian cercare le proprietà risultanti da la combinazione del circo- 
lo e de la retta. Messo già provate le proprietà dei sistemi di rette e 
dei triangoli , risulta immediatamente da le definizioni del circolo, che 
questo non può essere incontrato da una retta in piii di due punti ; 
indi condotto un raggio al punto di mezzo d’una corda , ne risultali 
due triangoli eguali tra loro c rettangoli, in guisa che, chiamando r il 
raggio del circolo, p la lunghezza de la perpendicolare su la corda , si 

ha l’espressione 2 \/V — />*, che ò la definizione di essa corda. Da questa 
definizione ne conseguita : 1 ." che la corda massima è quella che c ir- 
risponde a p=Jì, e però è lo stesso raggio ; 2." una corda è tanto più 
piccola per quanto p è piii grande, cioè per quanto più essa corda s'al- 

(") Geometrie snpérieure — Discours ; png. XI.I. 

j") Galilei nel suo primo dialogo (pag. 53 tomo IV, ediz. di Padova) facen- 
do risponderò Mitrino a .Simplicio, ehe diceva avere Aristotile stabilita la inalte- 
rabilità del cielo a posteriori , cosi parla: Cotesto clic voi dite, è il metodo, co! 
quale egli ha scritta la sua dottrina, ma non credo già chV sia quello , col quale 
la investigò; perchè io tengo per fermo, chV procurasse prima per via de’ sensi, 
dell’esperienza , c dello osservazioni , di assicurarsi, quanto fosse possibile , della 
conclusione, e che dopo andasse ricercando i mezzi di poterla dimostrare; perchè 
così si fa, per lo più, nelle scienze dimostrative; c questo avviene, perche quando 
la conclusione è vera , serv endosi del metodo risolutivo , agevolmente si incontra 
qualche proposizione già dimostrata , o si arriva a qualche principio per se noto: 
ma se la conclusione sia falsa , si può procedere in infinito, senza mai incontrar 
verità alcuna conosciuta : se già altri non incontrasse alcun impossibile, o assur- 
do manifesto. E non abbiate dubbio, che Pitagora, gran tempo avanti che ritro- 
vasse la dimostrazione, per In quale fece l'ecatombe, si era assicurato, che ’l qua- 
drato del lato opposto all’angolo retto nel triangolo rettangolo, era eguale ai qua- 
drati de gli altri due lati ; e la certezza della conclusione aiuta non poco al ri- 
trovamculo della dimostrazione. 
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lontana dal centro; 3.° e poiché r ha lo stesso valore, qualunque sia la po- 
sizionc de la corda nello stesso circolo, conseguita che, se per due cor- 
de in diversa posizione , p ha uno stesso valore , le corde esse stesse 
sono eguali , il che vuol dire che corde egualmente lontane del centro 
sono eguali, e per contro. In tutto il precedente ragionamento non si 
è follo che partire da la definizione de la corda per dedurne le varie pro- 
prietà, senza il bisogno di ricorrere a la figura; si è avuto solo biso- 
gno di stabilire mercé una composizione la definizione de la corda. Già 
molli esempli di questo genere si son presentati trattando la Trigono- 
metria , c pili innanzi si vedranno a questo modo trattate parecchie 
quistioni , adoperando talvolta la Geometria pura. 

231. Passando da ultimo a le questioni de la 3.* classe, (cioè ai 
problemi) deesi primamente sapere come questi possano volgersi sia 
intorno a valori numerici di grandezze geometriche , al pari de’ proble- 
mi di Trigonometria già trattati, sia che insieme a l’elemento nume- 
rico vogliasi determinar pure la posizione di qualche punto, linea, ec. 
Or, in questo caso se f eleménto algebrico il quale determina la posi- 
zione del punto, de la linea, ec. dipende da una incognita mercè una 
sola equazione, o da più incognite con altrettante equazioni, la posi- 
zione del punto , de la linea , ec. avrà uno o un determinato numero 
di valori , e il problema esso stesso sarà determinato ; ma quando la 
posizione del punto, ec. dipenderà da più clementi incogniti, tra loro 
ligati con un minor numero di equazioni , allora il problema geome- 
trico dicesi indeterminato, perchè tale è l'algebrico ; e le varie ed infi- 
nite posizioni del punto , de la linea, ec. che in questo caso possono 
aversi , costituiscono una figura geometrica che si chiama il luogo di 
quel |iunto di quella linea , ec. 

Cosi , se per un esempio poniamo che sieno A e B (fig. 20J due 
punti dati su la retta indefinita XX', ed O un punto preso ad arbi- 
trio; e si voglia con le distanze AO, BO determinare la posizione del 
punto M medio de la AB, si farà: OA=a, OB=i», OM=z, e quindi, 

1 < 

come Io indica la figura, s’avrà evidentemente AM=— AB=-j (OB— 
OA)=^- (b — a) , e però : 

(1) j=03I=0A+AM=a-)-l (b r -a)=i (a+é) 

Pertanto qui la posizione del punto M è unica e il proposto problema 
è determinato. 

Poniamo, in secondo luogo, che vogliasi determinare un punto 
31 (fig. 21 ) tale che la somma de’ quadrati de le sue distanze A3I, BM 
dai punti fissi A e B uguagli il quadralo de la distanza AB. Allora è 
manifesto che dinotando le tre distanze AB, A31 , B3I rispettivamente 
con a, -r , y, dev’essere: 

( 2 ) 
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Or, qui gli clementi che determinano la posizione del punto M sono 
le due incognite x, y, conosciute le quali, il dello punto sarebbe de- 
terminato , descrivendo dai punti A e II come centri e con raggi ri- 
spettivamente eguali ad x e y, due ardii, che intersegandosi darebbe- 
ro il punto richiesto. Ma come clic tra queste incognite non v’ha che 
la sola equazione (2 ) , cosi il problema geometrico , algebricamente 
parlando (’), è indeterminalo, c le varie posizioni che può avere il 
punto M in virtù di detta equazione, costituiscono una linea AM clic 
dicesi il luogo geometrico di quel punto. Egli è ;.g. vole riconosci t'C in 
questa linea la circonferenza d’ un circolo; in elle Ili la relazione (2) 
esprime che i tre lati All, AM, BM sono l’ ipotenusa e L due rat 
d’ un triangolo rettangolo: or, descritto col diametro AB la confe- 
renza AMBN, qualunque punto di questa circonferenza si troverà mtìtì 
condizioni del problema, poiché, come si sa, i triangoli AMI), AM I*, 
ANB, ec. , son tutti rettangoli ed AB n’è l' ipotcnusa comune. 

Messe queste nozioni principali, passeremo a tratture con parti- 
colarità de' teoremi e de’ problemi. 



t‘1 Seguendo P illustre geometra c filosofo A. Omptf. {Cernii, ,-tnnhj. pa£- 6) 
abbiamo distinto il concetto algebrico del problema da quello geometrico; impero» - 
che algebricamente considerata la quistione dà luogo ad un numero infinito ai | utili 
e lascia perciò indeterminata la posizione di quello che si co/e< a fosfuri i co pun- 
to; ma geometricamente non può dirsi più indeterminata, impero.,!,, il ItMiltamento 
geometrico e una linea, cioè c un oggetto viiuo e detcnuimUo. 
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ALGORITMI DIVERSI 

CAPO I. 

QUISTIONI GEOMETRICHE 
TRATTATE CON L’ALGORITMO ALGEBRICO 



ARTICOLO I. 

Teoremi. 



232. Abbiamo detto innanzi che il teorema può over per obbiet- 
to la dimostrazione d'uno verità già nota, o pure il dedurre da alquan* 
ti prìncipi stabiliti , le proprietà de la figura che forma il soggetto 
de la quistione. Ora, per quanto concerne l’uso diretto e immediato 
de l'Algebra a la Geometria, si può, in ordine a la prima specie di 
teoremi stabilire , in generale , la seguente 

Regola. — Segnata , ad arbitrio, la figura con le parli principali 
Ira le gitali la proprietà a dimostrare ha luogo , si vegga se fra coleste 
parli vi sicno altre relazioni (oltre quelle indicale nell' enunziato de la 
proposizione) , che si possano esprimere per via di eguagf ianze ; in qve- 
sto caso, dinotando ciascuna de le grandezze surriferite con un simbolo 
algebrico opportuno, si scrivano quelle uguaglianze , e da queste, per ria 
di riduzioni e trasformazioni algebriche, si deduca quella eguaglianza che 
mostra la verità del teorema. Sia quando i soli elementi che entrano 
nell' enunziato non sicno sufficienti a potere stabilire de le uguaglianze, 
allora se ne segnino de gli altri ausiliari , in guisa che tra questi e i 
dati vi possano essere de le relazioni proprie ad essere espresse algebri- 
camente. Indi tra le varie uguaglianze ottenute si eliminino gli elementi 
ausiliari per avere de le uguaglianze immediate tra gli denteali dati, 
e in fine si proceda come nel primo caso. 

233. Per dichiarare con qualche esempio cotesta regola generale, 
poniamo dato a dimostrare il seguente 

Teorema 1. — Da qualunque punlo preso nell'interno d' un triangolo 
equilatero si conducano le perpendicolari su i Ire lati, la somma di quelle 
perpendicolari è costante. 

Sia ABC Ifig. 22) un triangolo equilatero; D un punto preso do- 
vunque nell' interno di esso. Per provare il teorema non vi ò qui bi- 
sogno d inclementi ausiliarii ; imperocché, congiunti i vertici A, B, C 
col punto D, si ha subito una relazione tra quelle perpendicolari e l'al- 
tezza del triangolo, essendo che il triangolo dato ò uguale a la somma 
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dei tre ADB, BDC, CDA. Laonde dinotando con p, q, r le tre per- 
pcndicolaii DP, DQ, DB; con a il lato del triangolo e con b l'altezza 
abbiamo : 

(1) j a{p+q-\-r)=j ab, o vero p-\-q+r=b. 

Or, b ha sempre lo stesso valore qualunque fosse la posizione del pun- 
to D; dunque , ec. 

A lo stesso modo si dimostra che se il punto D è fuori del irian- 
golo, è costante la difTeicnza fra la somma de le perpendicolari menate 
su itati de l' angolo nel quale trovasi il punto, e la perpendicolare me- 
nata sul lato opposto. 

234. S'abbia ora a dimostrare il seguente 

Teorema 11. — Se in un triangolo isoscele si prenda un punto qua- 
lunque su la base , o sul prolungamento di questa , e da quel punto si 
conducano le perpendicolari su i lati, la somma di quelle perpendicolari, 
se il punto è su la base , o pure la loro differenza , se il punto è sul 
prolungamento , è costante. 

Sia ABC (fig. 23) un triangolo isoscele, ed M un punto preso su 
la base AC, dal quale sien condotte le perpendicolari MP, MQ su gli 
altri due lati; devesi dimostrare che la somma Ml’+MQ sia costante. 

Or, qui fra le due perpendicolari MP, MQ non si ha alcuna rela- 
zione che possa algebricamente- esprimersi , c però ricorreremo ad un 
elemento ausiliario , che sarà la perpendicolare BD del triangolo: cosi 
i triangoli ABI) o-BDC, AMP, MQC saranno simili, e ponendo A15= 
BC=a, AC =b, BD=e, AM —l e conseguentemente MC==6 — l, avremo 
le proporzioni : 

(2) a:c::t: mp=— ; a : c: :b—t : mq=— — . 

a a 

Trovate cosi le espsessioni de le due perpendicolari MP, MQ, non 
resta che verificare se la loro somma sia costante. Or, questo au ie- 
ne col fatto , poiché 

(3) MP+MQ=Ì+«t!!=t. 

a a a 

e le tre quantità a, b, c rimungon sempre de lo stesso valore, qualunque 
sia la posizione del punto M su la base. 

Quando il punto è sul prolungamento de la base e sia M', si di- 
mostra a lo stesso modo clic 

(4) M'P' — M'Q — — 

a 

i 
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235. È qui acconcio mostrar 1’ utilità de 1* applicazione de 1' Al- 
gebra a le questioni geometriche, l.e formule (3) e (4) primamente ci 
dicono che ia somma de le perpendicolari menate da un qualsivoglia 
punto de le base su "li altri due lati , o la differenza di quelle per- 
pendicolari (se il punto è sul prolungamento de la base) è terza propor- 
zionale ad un lato a la buse e a 1' altezza del triàngolo. 

Inoltre poiché^ (MP-+-3IQ)=| (M'P'— M'Q')== j be=triang.ABG 
così ne segue il 

Corollario — Ogni triangolo isoscele b equivalente ad un triangolo 
avente per buse uno de' lati e per altezza la somma, o la differenza de 
le perpendicolari menate su i due lati da uno stesso punto de la base, 
o del prolungamento di questa basò. 

230. A meglio dichiarare ancora la soprascritta regola, ri pro- 
porremo i due altri teoremi che seguono. 

Teorema HI. — Iscritto un triangolo equilatero in un circolo, se si con- 
giunta un punto qualunque de la circonferenza coi tre l'erlici del friaa- 
yolo ; la conyiunycnte il vertice opposto pareggerà la somma de le altre 
due. 

Si dinoti con a il lato del triangolo e con b la sua altezza CF 
(pg. 24). Pongasi DA=/>, DB=q, I)C=r; la perpendicolare DE=s , e 
1' angolo DA(i=an, DBC=n. 

Per un teorema dimostrato (n.° 135} si ha : ADC=^- apsenm.DBC 
c=y aqsenr»,ADIb=y cu,ÀBG=y ab ; ma ADC-(-DBC=ABC-hABD, 

dunque ; apsen m+aqsc n nr=m b-\-m . 

Inoltre, essendo il quadrilatero ADBC inscritto nel circolo , dev’ essere 
zzi— 1— n=i 80°, e però senm=sen«, dunque da la precedente equazione 
si caverà : 

b i 

P+q=- 1 . 

senm semi» 

Or =CG, — - — =1)G, e CG+GD=DC=r, dunque 

senm senm 

p-f-q=r. C.C.B.D. 

237. Teorema IV. — Se da un punto preso nel piano d'un circolo, « 
meni una segante , sarà costante il rapporto de' due segmenti tra quei 
punto e la circonferenza intercetti. 



Digitized by Google 




COI QUALI SI POSSO* TRATTARE LE QUISTIOM GEOMETR. 197 

l.° — Sia il punto D dato fuori del circolo (C), e DNM ifig. 25} una 
qualunque segante. Congiungasi il centro C co’ punti D, N, M, e s’ ab- 
bassi su DM la perpendicolare CP. Si dinoti con r il raggio del circolo. 

Pongasi CD=fl, DN=x, DM=y, c sarà MP=PN=| (y — x). 

I due triangoli CDN, CDM, il primo ottusangolo in N e il secondo 
acutangolo in M, danno, rispettivamente: 

CÒ*=Cn’-KNdV^ DNXPN , CD*=oT-|-DM*— 2DMXPM* 
o vero : 

a*=r*4-x*H-x'y— x), a % =r*-+-y'—y(y—x ) , 

e da queste uguaglianze addizionando si trae: 

(5) a* — r*=.ri/. 

2. 0, — Sia, in grondo fungo , il punto D Ipy. 20) dentro il circoli» 
ed MDN una qualunque segante. Ritenute le medesime costruzioni o 
denominazioni come nel precedente caso , e osservando die gli ango- 
li CND, GMD sono coliambi acuti , e ebe PX=PM=-y (x-hyj » tro- 
veremo le due uguaglianze ; 

a*=r*-Bc*— x(x+tj), a'—r'+y'—y [x+y ) , 



che addizionate danno : 

(6) ** — a*=T>j. 

Le equazioni (5) e (tia dimostrano il teorema. 

Scolio. — Nel raso i°, il primo membro de la io) ra|>pre-cnta la 
tangente DT, menata dal punto dato; nel caso 2°, il orino) nomino 
de la iti) rappresenta il quadrato de la retta DF e<- j>en In oline al rag- 
gio CD, condotta pel punto dato , o vero il quadrrjo de la mela de la 
corda perpendicolare al raggio, che passa pel punta dato. 

Corollario. — Da un punto (DI, dovunque dato . menate quante si 
voglian seganti in una sfera , il rettangolo de’ segmenti è costante. Im- 
perocché pel punto dato (l>) si meni un primo piano (P) v il quale tagli 
la sfera secondo un eircoJo (C); le seganti che paesano pel punto data 
e terminano a questo circolo , appartengono ancora a la sfera , e pri 
loro segmenti ha luogo 1’ enunziata proprietà. Sia ^S} una di questa se- 
ganti e per essa si meni un secondo piano (P') che tagli la sfera secon- 
do un altro circolo (C'); per tutte le seganti appartenenti a questo cir- 



Digitized by Google 




1 0S AIGORITMI DIVERSI 

colo , e che appartengono pure a la sfera , la proprietà cnunziata ha 
lungo ; e di più il prodotto de’ segmenti di una qualunque segante del 
circolo (C') essendo eguale a quello de' segmenti de la segante (S), al 
quale sono pure eguali i rettangoli de' segmenti de le seganti del cir- 
colo (C), cosi per le due serie di seganti che stanno ne' piani (P), (P) i 
rettangoli de’ segmenti sono lutti eguali tra loro. Ma la segante (S) è 
stata presa ad arbitrio ; dunque resta provato , ec. 

Se il punto è fuori de la sfera , allora il rettangolo de' segmenti 
d’ una qualunque segante è uguale al quadrato de la tangente a la sfera; 
intendendo con questo nome la tangente del circolo massimo il cui piano 
passa pel punto dato. Che se il punto è interna nella sfera , allora il 
rettangolo de' segmenti d’ una qualunque segante è costantemente ugua- 
le al quadralo de la metà de la corda per|>cudicularc al raggio. Questa 
corda non è una sola , ma rappresenta uno qualunque de' diametri del 
circolo minore perpendicolare à quel raggio de la sfera il quale passa 
pel punto dato. 

ii.18. Teorema V. — Se per un punto preso nelC interno di una 
sfera, si menino comunque tre piani, e a due a due perpendicolari tra 
loro ; la somma de le superficie de' circoli da quei piani determinali è 
costante. 

Sieno (P), (P'), (P") i tre piani e (D) il punto dalo. Per questo 
punto si meni un diamento de la sfera e il piano ad esso perpendico- 
lare ; si fidami a il raggio del circolo da questo piano prodotto. Si 
congiunga il centro (C) del circolo che è nel piano (P), col dato punto 
(»). e se ne chiamino l, a i segmenti del diametro. Sieno parimenti 
l\ ii'; C, u" i segmenti de' diametri de’ circoli (C'), (C"), corrispondenti 
ai piani (P'), (P"), a Io stesso modo fissati. Chiamando 5 la somma de 
le superficie de 1 tre circoli (C), (C'). (C") abbiamo : 

■S=— pt+u)“+ v l'+u7+{f , "+w'7j- 

Inoltre, la distanza de’ centri (G), (C'), (C*) c quello de la sfera dal punto 
HI essendo i luti e la diagonale d’ un parallelepipedo rettangolo , se 
dinotiamo con h eotesta diagonale , avremo ancora : 

7 ('-«r +7 (<-«7+7 (f ’-uy=h\ 



donde si trac : 

_L ( < * +< '*+f">+u*+u'-+u" a )=A*+i ((u+iV+lV), 

e copi l’espressione di S sviluppata diviene: 

+a(tu~f _ t U j [ u 



Digitized by Google 




COI OPALI SI POSSO!» TRATTARE LE QriSTIONl GEOMETR. 199 
ma tu=t'u — t*«"=a* (cor. prec.), dunque finalmente sarà : 

(7) S=*A*-+-3iia\ 

Or , h, a sono costanti per lo slesso punto (D), dunque , ec. 

Corollario. — Se il punto (D) è Io stesso centro de la sfera , allora 
a=r, essendo r il raggio de la sfera, h=u, e quindi la (7) diviene in 
questo caso , 

S=3w», 



come doveasi aspettare. 

Scolio. — La formoia (7) c’ insegna che la somma de Ire circoli, nel- 
l’ enunziato del teorema espressa , pareggia la superficie d un circolo 
che ha per raggio la disianza del centro de la sfera al punto dato , e 
il triplo del circolo minore che è perpendicolare a questa distanza. 

239. Crediamo essere sufficienti questi pochi esempli per additai 
la via a tenere nell’ applicazione de la soprascritta regola , la quale 
non costituisce mica un metodo; avvcgnacchè da se sola non possa va- 
lere a dimostrare qualsivoglia teorema relativo a qualunque figura. Uno 
de gli ostacoli principali quello si è di non potersi col suo mezzo avere 
la definizione ahjrbrica , o sia la formoia che simbolicamente esprime 
r elemento geometrico del quale vogliamo dimostrar le proprietà. Una 
volta poi che questa definizione si sia ottenuta , tutte le conseguenze 
che il puro calcolo algebrico ci offre, costituiscono altrettante proprietà 
che potevano esser pure per noi ignote. Cosi il corollario del teorema I, 
o lo scolio del teorema precedente ne sono una pruova. D’ altronde 
per la ricerca de le verità affatto ignote dovendosi essenziulmente ado- 
perare il metodo analitico , e questo dovendo partire da la definizione 
de f oggetto che si studia, è d‘ uopo assolutamente, allorché si vuol 
adoperar l’Algebra come mezzo di ricerca, che sabbia ancora la defini- 
zione algebrica , equivalente a la geometrica di quell' oggetto ; il che 
richiede concetti algebrici accomodati a la natura propria de 1’ cslen- 
sione, la quale si può sempre considerar come generata dal moto d'un 
punto o d’una lìnea. Pertanto nessuno esempio qui addurremo che sia 
proprio del dominio de l'analisi , e ci contenteremo solo di far notare 
come per l’applicazione de la soprascritta regola ai casi ove sia possibile, 
convien tener presenti alcune proprietà già dimostrate, e che possonsi diro 
fondamentali , come sarebbero la proporzionalità de' lati , ne’ triangoli 
simili, il teorema di Pitagoiia , e suoi corollarii, ec. E di queste prin- 
cipali proprietà convien averne un capitale per l’applicazione de l’altra 
regola che qui appresso daremo per la risoluzione de’ problemi. 
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ARTICOLO II. 



Diversità di problemi. — Rccula generale per la loro Risoninosi. — 

APPUCA7IO.NE Al PROBLEMI OEOilFrRW.O-M'HERICl. 



2 IO. Abbiam veduto che i problemi geometrici possona essere di 
ibi" ;pecie distinte, alcuni, cioè, determinati e gli altri detti impro- 
>ii i unente indeterminati (ii.* ::.ì.l). Ora aggiugneremo che i primi pos- 
o essere geometrico-umncriri , e geomctrico-grafici o semplicemente 
metrici ; imperocché il problema proposto può aver- per obbietto di de- 
ttemi '/ire numericamente alcuni clementi d' una figura, datine altri ; o, 
p , e quello di assegnare graffi amente la posizione di taluni elementi duna 
figura, conoscendo quella di altri elementi. Nell’un caso e nell'altro il 
in lodo a tenere potrà essere generalmente enunzìato nella seguente 
it.-aoLA. — Supposto risoluto il problema , sì disegni ad arbitrio la ftgu^ 
ra, che forma l'oggetto de la qiiisti'onc, con tutte le parti, che snn dale x 
e r • die che sf suppongono incognite; indi si esamini attentamente se fra 
gli i tementi dati ed incogniti vi sic no de le relazioni immediate, che per 
unioni de la stessa figura , e per condizioni del problema , si possano- 
esprimere in linguaggio algebrico in modo da formar delle equazioni ; 

ciò non ha luogo s introducano ausiliariamenle de’ nuovi elementi , 
udì che tra questi e i precedenti potessero aver luogo de le relazioni di 
fijnna proprie ad esseir tradotte algebricamente in equazioni , e talmente 
rimira che eliminando traesse questi elementi ausiliari’, restassero quelle 
e < - azioni che stabiliscono re dipendenze immediate tra gli elementi dati 
e i incogniti de la qrrsliotie proposta. Si fa chiaro dal fui qui detto, 
i-fie per a\erc una deferniin da soluzione il problema , algebricamente 
parlando,, è necessari.) poleisi formare altrettante equazioni per quanti 
sono gii clementi incogniti de la questione e quelli estranei o ausiliari , 
E per dichiarare il lin qui detto riporteremo qui appresso la soluzione 
di Iquunli problemi. 



Problemi geometrico-mimerigì. 



2-11. Problema I. — Dato un triangolo , determinare il raggio del 
circolo inscritto, in funzione dei lati di esso triangolo. 

Soluzione. — Supponiamo risoluto il problema, c dal centro del 
Circolo inscritto s’ intendano abbassale le perpendicolari su i tre lati 
a b. r , ciascuna de le quali (*) risulterà cguala al raggio R che si do- 
manda. 



f| Legesdre — Geometria ; proh. 15, lib. 2.* 
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Si osservi dunque, che in questo caso non v’ha bisogno d’ alcun 
elemento ausiliario, perocché , dinotando con S la superfìcie del trian- 
golo, si ha immediatamente: 

— (a-j-b-+-c)R=S , 

donde 

(1) R=z — — — =— ; essendo a | à ( c=2a. 

a+à f-c * 



Se il triangolo proposto è equilatero si ha : a=à==e, 3a=2* ed 
a” ^3, laonde 



( 2 ) 




242. Problema II. — > Dati ì tre Iati <f un triangola, determinare 
U raggio del circolo circoscritto , in funzione de' medesimi Iati. 

Soluzione. — Rappresenti AI1C (pg. 27) il triangolo dato : pongansi 
I lati AB=o, AC=6, BC=c, e si dinoti con r il raggio del circolo 
ABC circoscritto. Seguendo la regola precedente , supporremo risoluto 
il problema, e che O sia il centro del circolo; per modo che congiun- 
gendo AO, e prolungando questo raggio sino ad incontrare novellamente 
la circonferenza in D, sarà AD un diametro, e perciò eguale a 2r. E 
poiché tra i lati AB, BC, AC e il diimctro Al) non v‘ ha relazione 
immediata , congiungansi BD, CD, e s’avrà così un quadrilatero ABDC 
inscritto , il quale per una proprietà conosciuta (*) dà 1’ eguaglianza : 

(a) ABXCD+ACXBD=ADXBC» 



la quale stabilisce una relazione tra gli elementi dati AB, BC, AC, l*e- 
lemento incognito r, che vi entra col suo doppio AD, e due altri e- 
lementi ausiliarii BD, CD, da essere eliminati , per mezzo di altre re- 
lazioni che bisogna cercare. Or, queste relazioni derivano subito da la 
natura de' due triangoli BAD, ACD, i quali per essere AD un diame- 
tro son rettangoli , e danno ; 



BD=V AD —AB*, CD=V AD*— AC* 

laonde ponendo queste espressioni nella (a) e sostituendo i simboli al- 
gebrici , s’ avrà : 

(3) a\J 4 r 1 — 6M-V 4r*— a“=2cr, 



{*) Legekdrz — Geometria ; pr. 33, lib* 3, 
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donde si caverà: 

« 



abe 



\J 4a’c“ — (a*-+-e* — b'j* 



È questa la formolo che risolve la proposta quistionc , e può fà- 
cilmcnte essere trasformata in modo da potervi applicare i logaritmi. 
In effctli , se si osserva che la quantità sottoposta al radicale ò la dif- 
ferenza di due quadrali, potrà scomporsi in fattori , come qui appresso: 

4<i’c* — (a*-t-c* — b /=(2ac+ a*-i-c“ — 6’) (2ac — a* — c*— |— 6*)= 

[(a-f-r)’ — b’J [6* — ( a — c/j=(a+6-f-c)(a-)-c— ò)(a-t-6 — c){b- |-c — a); 

onde , fatto per semplicità a-fc-Ò4-c=2s, s‘ avrà : 

4 aV — (a*-+-c*' — à’j*=16s(s — a)(t — 6)(s — c) ; 
ed in fine sostituendo nella (4), s’ otterrà : 

abe 



( 5 ) 



4 \/(s — a] ( s — 6) (z — c) 



Se il triangolo è equilatero , sarà a=b=c, onde si ha piò sem- 
plicemente. 

a 

(6) r=— — . 

' ' V 3 

243. Il vantaggio de 1 applicazione de 1' Algebra a la Geometria 
non è solo quello di dar le formole che a la proposta quistione si ri- 
feriscono, ma di condurre ancora ud altre proprietà, o relazioni diverse 
da le proposte, paragonando le formole ottenute con altre già note. E 
per fermo, se nell' attuale problema si rifletta , che il radicale de la 
formola (a) rappresenta la superficie S del triangolo (4,136) ne trarremo 
subito I' altra elegante formola : 



CO 



4 Si— abe, 



che stabilisce una relazione tra i lati, la superficie del triangolo , < ^ 
raggio del circolo circoscritto. 

Laonde si può ancora, mercè le formole (1) e (2) n.° 136, com- 
binate con la precedente (7), esprimere il raggio in funzione d" un lato 
e de I' angolo opposto , o pure d' un lato c due angoli. 

Similmente eliminando S tra la (1) e la (5), s’ avrà : 



(8) 



41{rs—abc, 
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e questa formola stabilisce una relazione fra i lati del triangolo e i 
raggi de’ circoli inscritto e circoscritto. 

244. Problema 111. — Determinare la superficie cT un quadrilatera 
inscritto in un circolo, essendone dati ì lati. 

Soluzione . — Rappresenti ABDG (/!</. 27) il dato quadrilatero; pon- 
gansi i lati AB=n, BD=6, CD=r, CA=d. 

Si rappresenti con S In superficie incognita , e si tratterà di de- 
terminare S in funzione di a, b, c, d. Non essendovi tra questi ele- 
menti una immediata relazione, la quale potesse algebricamente tradursi 
in equazione, converrà far uso di elementi ausiliario 

Si tiri perciò la diagonale Al), clic scomporrà il dato quadrilate- 
ro ne' due triangoli ABU, ADC, de’ quali dinoteremo le superficie con 
5j, ; o s’avrà una prima relazione 

(b) 

Inoltre si osservi che la somma de’ due angoli opposti ABD, A CD 
è uguale a 180°, e però, se si dinoti il primo con li, l’altro sarà e- 
spresso da 180° — B. Quindi s’avrà (1,135): 

S,=-5- absenB, 5,=-^- cdsen(180° — B)=^ cdscuB; 

* ' A 

laonde, ponendo questi valori nella (b) emergerà ; 



(c) 



5== y {ab+cd)seiiB. 



Siccome si suppongono dati i soli lati del quadrilatero, cosi l'an- 
golo B deesi considerare come un elemento ausiliario , c sarà neces- 
sario trovare una relazione tra esso e i lati dati a, b, c, d per poterlo 
eliminare da la (c). Or, questa relazione immediatamente s’ ottiene 
dai due triangoli ABD, ACD, i quali per un teorema conosciuto (teor, 
li. 107) danno: 

AD =a*-fò* — 2abcosB=.c'+d l -{-2cdcoìB , 
donde si deduce : 



cosJ?= 



c‘— d* 
2(a6-|-cd) 



; e quindi : 



sen /?=■ 



\/ \(ab-\-cdf — — c® — d 1 ) 



2ab-\-cd) 



Sostituendo pertanto questo valore di s enfi nella (c) s'avrà final- 
mente : 

(9) S= - \f\ialH-cd;~{a t +b i —c t ~d‘j\ 
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Questa formola risolve completamente la questione proposta, ma 
per poterne fare uso nel calcolo numerico converrà porla sott’ una for- 
ma , che si presti al calcolo logaritmico. A ciò si perviene facilmente 
osservando che la quantità sottoposta al segno radicale è la differenza 
di due quadrali , e però , operando come si è fatto per la formola ( 4 ) 
e ponendo a-\-b+c~\-d=2s . si troverà ; 

(10) &=V(s— • «)(*— 6 )(j — e)(#— rf). 

245. Problema IV. — Essendo dati t tre Iati (f un parallelepipedo, 
co' tre atigoli che tra essi fanno , determinarne la solidità. 

Rappresenti CD (fig. 28) il parallelepipedo . i cui lati e gli angoli 
che essi formano sieno OA=a, OB=ò, ()C=e, AOB=m, A()C=», 
BOC=p; e si dinoti con V la chiesta scdidilà : trattasi trovare una 
formola che desse V in funzione di a, b, e, m, n, p. 

Soluzione. — Partendo dal teorema che la solidità & un parallelepi- 
pedo è uguale al prodotto de la base moltiplicata per la corrisponden- 
te altezza , e supponendo essere BO AD la base % e CP 1’ altezza , avre- 
mo immediatamente : 

(d) F=BOADXCP. 

Or, (13,138) la superficie de la base BOAD=OBxOAscnAOB=a6scn»n 
e perchè il triangolo COP è rettangolo , l’ altezza CP:=.GOsenCOP= 
esenCOP, dunque la formola (15) si cangia nell' altra 

(e) F=aòcsenmsenCOP ; 

nè resta più che trovare scnCOP in funzione de’ lati e de gli angoli dati. 
S'immagini perciò descritta dal vertice O come centro, e con un rag- 
gio —1, una sfera che incontri i tre lati del parallelepipedo e la «in- 
giungente OP rispettivamente ne’ punti A', B', C', P\ i quali congiunti 
per mezzo di archi di cerchio massimo daranno il triangolo sferico ob- 
bliquangolo A'B^C', in cui A'B h =m, A'C'=n, B'C'=p, ed il triango- 
lo sferico B'C'P', rettangolo in P'; quindi pel secondo di questi trian- 
goli s'avrà (2,149); 

(f) senC'P— senB'C'senC'B , P'=senpsenC'B'P'» 
e pel primo dei detti triangoli s’ avrà (A, 141): 

cosC'B'P'=* cos ”l~ c . ° sro (r 05 ^ . > 

senmsenp 

e, passando al seno, e tenendo presente che (21,51) 

scnVnsen’p — cos*mcos*p=l — cos'm — cos’p* 
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si troverà ; 



senC 



, n , n , sj 1 — cos'm — cos’n — cos*p-+- 2 cosmcosncosp _ 

li | 1 9 



se nm seri/? 



laonde , sostituendo questo valore di senC'B'P' nella (f), ed osservan- 
do che l’ arco C'P' misura i’ angolo COP, s’ avrà : 



sen€OPi= 



y/l— cos*m— cos*n — cos s p+- 2 eos»icos»cosp 
senmsenp 



(* 



e quindi ponendo questo valore nella (e), s’ avrà finalmente per la for- 
inola cercata ; 



(11) V=abc\ 1 — cos*m — cos*/i — cos*p-f- 2 cosmcosncosp. 

Questa formola però è suscettiva di ulteriore trasformazione, poi- 
ché , secondo la formola 28 , 00,1 si ha : 

1 > — cos*m— cos’«' — cus*p-}-2costncosncosp:= 

[cosa — cos(m-f-p] [cos(m — p) — i:osn] 

e scomponendo le differenze de' coseni in prodotti , secondo la formo- 
la (8,84), ponendo m-+-n-Hp=2s , e quindi sostituendo in (12) s’avrà 
finalmente 



(12) V=zabc\/ senssen(s — m)sen(s— n)sen(,v-*— p). 

Da quest’ espressione può dedursi ancor quella del volume de la 
piramide OABC, la quale, com’ è noto, è il sesto del parallelepipe- 
do CD. 

246. Crediamo sufficienti questi pochi problemi per mostrare la 
via a tener in simili occorrenze, e passeremo a la seconda specie di 
quislioni , ove si tratta di determinare la posizione di alcuni elementi 
d’ una figura , in modo da soddisfare date condizioni. Ma innanzi lutto 
crediamo necessario dover qui parlare di quell' operazione che costru- 
zione geometrica si addimanda , trattandola per ora solo per quei casi 
ove si richiede soltanto la retta ed il cerchio. 
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ARTICOLO III. 



- ' • Costruzione geometrica di quelle eormole o equazioni algebriche , 

CHE RICHIEDONO L 1 USO DE LA RETTA E DEL CIRCOLO. 



247. Quando un problema geometrico è stato algebricamente riso- 
luto , T incognita o le incognite de la questione ci verran date , in ul- 
tim’ analisi , sotto forma parimente algebrica ; e la formolo che ci rap- 
presenta T incognita può ridursi ad un numero , se tutti gli elementi 
dati a numeri essi pure si riducano , stabilendo un' unità arbitraria. 
Ma il più de le volte ei pare che sia piti elegante sostituire a l’ ope- 
razione uumericn un’ operazione tutta geometrica , comunque , tornia- 
mo qui a dirlo , la prima sia in grado di dare risultamene più pre- 
cisi de la seconda. Or, col nome di costruzione geometrica s’ intende 
precisamente quel complesso di operazioni geometriche da effettuare su 
gli elementi stessi de la quistione , tal quali ci son dati , e senza ridurli 
in numeri, seguendo quelle operazioni che algebricamente vengono espresse 
nella [ormala che dà il valore de ['incognita. Metteremo dunque in di- 
samina le diverse forme algebriche , sotto le quali può presentarsi il 
valore d’ un’ incognita , senza eccedere le equazioni del secondo grado, 
o quelle del quarto che a quelle di secondo si riducono, ed esporremo i 
mezzi onde costruirle. Intanto facciamo avvertire che in tutto quello che 
ora saremo per esporre, supporremo l'incognita rappresentare una retta, e 
quindi converrà tener presente quanto nell'introduzione si disse intorno 
a l'omogeneità de le formolo, allorché tutte le altre linee del problema 
insieme a 1' incognita suppongonsi riferite ad un' unità arbitraria , non 
fncientc parte de la questione; e al grado che debbono avere dette for- 
mule quando rappresentano una retta (n. u 8 e segu.) 

248. Le formolo algebriche pili semplici, sotto cui può presentarsi 
una retta incognita x, in funzione di due rette note a, b sono al certo 
le seguenti : 

(1) x=a+b, (2) x=a — b, 

che , com’ è chiaro , rappresentano la prima la somma , e la seconda 
la differenza de le due rette a e b. Secondo I’ indicazione di queste 
forinole sarà facile ottenere con una costruzione geometrica la retta x; 
imperocché, supposto che sia AB=« (fig. 29) c CD=6, si prolungherà 
la AB da II verso E d'una quantità BE=CD, e tutta la retta AE sarà 
eguale ad a-\-b, e quindi ad x de la (1); oppure si porterà da B verso 
A una porzione BE — CI), e sarà la porzione AE'=a — b, cioè AE' sarà 
T incognita x espressa da la forinola (2). 

249. Se , più generalmente , s’ avesse : 

xz^a-\ -b — c-f-d— — e-f-. • • ■ • 
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si comporrebbe Una sola retta di tutte quelle che sono affette da lo 
stesso segno 4-, ed un’ altra di tutte quelle che portano il medesimo 
segno — , al modo testé indicato ; ir.di da la prima se ne toglierebbe 
la seconda , ed il risultamcnlo sarebbe la retta x. 

230. È da osservare intanto come in tutto il precedente siasi sup- 
puslo, la retta da togliersi esser minore di quella da la quale dev'esser 
tolta. Se il contrario avvenisse , allora con I' effettuare l'operazione, a 
lo stesso modo come sopra è stato indicato , la differenza tra le due 
rette a e b, clic in tal caso sarebbero AB e C'p', verrebbe a cadere, 
da A in E", e si troverebbe cosi in senso opposto de la differenza A E’; 
nel tempo stesso la formula algebrica a — b risulterebbe negativa, men- 
tre è positiva per la differenza AE'. 

Questo risultamento è di conferma al detto nel n.° 19. 

251. Passiamo ora a le formolo frazionarie, e razionali. I.a più 
semplice di esse è evidentemente la 



la quale dà successivamente cx=ab, c ; a'.'.b--x, c quindi la retta in- 
cognita x è quarta proporzionale a le tre rette date c, «, 6. Onde (') 
formato l’angolo qualunque A ( ùj . 30} si taglierà Al$=a, AC=r Al>=4, 
e quindi congiunta CD e menata BÌVI parallela a Cl), sarà AMssc. 

Se nella formula (3) il numeratore, in luogo d’un prodotto, fosse 
un quadrato , per modo che s’ avesse : 




allora sarebbe , come sopra , cx=a % , c ; alla [ x e quindi la retta 
incognita x sarebbe terza proporzionale a le due rette date c ed a. 
Laonde formato, come innanzi, l’angolo qualunque A (fig. 31) si ta- 
glierà AB=r AC=AD=a; indi , congiunta la DC, si menerà la B.M 
parallela a CD, e sarà A M =x. 

232. Dopo queste più semplici frazioni razionali prendono posto 
immediatamente quelle, iu cui i termini, senza cessare d’esser monomii, 
sono però composti di diversi fattori, come sarebbe la forinola seguente; 



( 5 ) 




La costruzione di questa nuova formolo facilmente ottiensi mercè le 
precedenti, osservando che essa può prendere il seguente aspetto, cioè: 

a* b c 




(‘) J.rxEMiRE — (Geometria, prob. 2. lib. 3. 
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allora ponendo , per un momento, a — =m , *^=n, s'avrà: x= > —, e co- 
sì x sarà quarta proporzionale alle Ire rette e, n, c, de le quali le due 
e e c sono immediatamente date, e la w si trova con la relazione aw- 

siliarmente stabilita — =n, la quale indica che la » è quarta proporzio- 
nale a le ire rette e. mi, b, essendo e e b rette immediatamente date, 
cd m essendo un’ altra retta da costruirsi , dietro 1' altra relazione au- 

siliaria — =w , clic indica essere m terza proporzionale a le due rette 
a 

d ed a. l’crtanto la costruzione de la formola (3) si eseguirà comin- 
ciando dal costruire quosI’tiHimn terza proporzionale m, indi la quarta 
proporzionale « , ed in line la retta cercata x ; c queste costruzioni 
s’ eflettuiraiino ionie nel numero precedente. 

In generale qualunque sia il numero de' fattori de' termini de la 
frazione (purché resti > criticata la legge di omogeneità) si potrà quella 
frazione sempre scomporla in fattori anche frazionarli, il primo de’ quali 
fosse de la forma ^3) o de la forma (4), e lutti gli altri fossero de’ rap- 
porti ; allora quel primo fattore indicherà una retta quarta o tersa pro- 
porzionale a rette date , la quale costruita e moltiplicata pel secondo 
fattore indicherà una seconda retta quarta projwt stonale; e cosi appresso. 
E questo appunto è stato il metodo tenuto nel costruire la (5). 

233. Passiamo finalmente a la costruzione de le frazioni a termini 
polinomi , c sia , per esempio 



( 6 ) 



abr- 4-iPe — f* 



Per costruire questa formola osserveremo che se , senza alterare il va- 
lore de la frazione, si potesse giungere a ridurre il numeratore a pro- 
dotto di due fattori del primo grado, c il denominatore al primo grado, 
allora la precedente frazione sarchile ridotta ni caso de la (3). Questa 
riduzione è facile ad operarsi , perocché , dividendo primamente ambo 
i termini de la frazione data per un fattore monomio di grado inferiore 
d’ un' unità al grado del denominatore , questo si abbasserà al primo , 
c il numeratore al secondo. Così dividendo ambi i termini de la fra- 
zione (6) per » s’ avrà : 



abe cFe f * 

i i i 
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Indi si potrà scomporre il numeratore in due fattori del primo grado, 
ponendo come fattore comune di tutti i suoi termini una qualunque 
de le lettere che entrano in essi, la f per esempio , e risulterà: 



, / abe de * 

'(t- 7- 



t 




I 



i 



Fatto ciò non rimane che costruire , per mezzo de le regole del 
abe (Te 

numero 209 le due rette — , -■ , addizionarle come al n.° 2">2; indi 

A A 

r* 

costruire la retta —, secondo si disse nel n.° 251, e togliere questa retta 



da la somma de le due prime : s'avrà così per risultamcnto uno certa 
retta clic dinoteremo con m. Riducendo similmente il denominatore ad 
un’ altra retta die chiameremo n, col togliere la retta i da la retta 

nh fm 

Y , risulterà x= ^ — > e si tratterà finalmente trovare una quarta pro- 
porzionale in ordine a le tre rette n, f, m per ottenere l’incognita x. 

25-1. In generale se n è il grado del numeratore , c perciò n — 1 
quello del denominatore, allora dividendo ambi i termini de la frazione 
per un fattore monomio del grado n— 2 , si verrà a ridir re il nume- 
ratore al secondo grado , ed il denominatore al primo ; dopo di che 
si potrà scomporre il numeratore in due fattori del primo grado , dei 
quali uno può esser sempre una qualunque de le lettere che entrano 
ne’ numeratori de le frazioni del numeratore de la frazione generale , 
e l'altro sarà un polinomio. E si badi che il fattore monomio del grado 
« — 2 , di cui più sopra è detto, può talmente essere scelto che. fatta 
la divisione, acquistassero una forma molto semplice i termini che com- 
porranno i novelli termini de la frazione data ; e ciò si otterrà sce- 
gliendo quel divisore in modo da avere fattori comuni con quanti piti 
si posson termini del numeratore e del denominatore de la frazione 
(lata. 

26o. Esposte le regole onde costruire una determinata lunghezza, 
quando vien data da una formola razionale , passeremo ora a vedere 
come delibasi costruirla , quando ci vien data da una formola irrazio- 
nale , non eccedente il secondo grado , che è la sola de la quale per 
ora ci occuperemo. 

Le formole irrazionali più semplice sono ad evidenza le seguenti 

tre : 

(7) x=v/a*+à*, (8) x=^a*—b\ (9) 
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le quali elevate a quadrato danno : 

af—a'+b*, x M —a* — b *, x , =ab; 

così la prima c'indica essere l'incognita x Y ipotenusa d’un triangolo 
rettangolo , avente per cateti le due rette date a e 6 ; la seconda ci 
dinota essere la x il cateto d‘ un triangolo rettangolo avente per ipo- 
tenusa la retta data a e per altro cateto I’ altra retta b; e finalmente 
la terza c’ indica esser la x una malia proporzionale tra le rette date 
a e li. Onde (") per costruire la x de la forinola (7), si formerà l’an- 
golo retto A (fig. 32) si prenderà AB=n, ed AC=ò; indi congiungendo 
JtC sarà questa I’ incognita x. Parimente per ottenere la x de la (8), 
dopo aver costruito l’angolo retto A [fig. 33) , si prenderà sopra uno 
de’ suoi lati una porzione AB=6; indi col centro B e con un raggio 
BC=a, si descriverà un arco, che taglierà in C l’altro lato de l’an- 
golo retto, e sarà AC=J?. 

In questo secondo caso è da notare che, se a<6 l’arco descritto 
come innanzi è detto, non può in verun modo incontrare il lato AC, 
onde sarà impossibile costruire la x in quest’ipotesi ; nel tempo stesso 
la (8) è immaginaria. Mentre dunque 1’ operazione geometrica, per na- 
tura dei dati, non può essere effettuata , l’Algebra c’ indica questo fatto 
con un simbolo immaginario. 

Finalmente per costruire la x de la (9) può operarsi in tre diversi 
modi , cioè : 

t.° Presa AB=a (fig. 34), BC=6 ('*), si descriverà su la AC la mez- 
za circonferenza AMC; indi dal punto B s’eleverà la perpendicolare BM, 
c saià questa la retta incognita x. 

•2." Presa AB=a [fig. 34), ed \C=b, si descriverà su la AB la mezza 
circonferenza A.M'B; indi, elevata dal punto (7 la C'M' perpendicolare 
ad AB, si congiungerà AM', che sarà la retta incognito x; poiché (*’*) 

A M ' = V A BXAC'=\/ ab —x. 

3." In fine presa AB=« (fig. 3o), ed AC —b, si descriverà su la dif- 
ferenza CB, come diametro,, la mezza circonferenza CMB; si menerà la 

* 

tangente AM, c sarà AM la retta incognita x; poiché ("’’) AM =ABX 

/ — 

AC=aà, c quindi AM=\/nà=jr. 

Giova qui notare che le forinole (7), (8), (9) possono considerarsi 
come le radici d’ un’ equazione del secondo grado incompleta, cioè de la 
forma 

(10) x'=q\ 

(’) I.KcEaonK — Geometria ; proti, tt , lib. 3. 

(■‘I I.ci.cMinF — Geometria ; proti. 3 , liti. 3. 

("’) I.EGFsniiF. — Geometria ; prnp. 23 ; liti. 3. 

(”’’) Legendre — Geometria ; prop. 30 , tib. 3. 
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2SG. Imprendiamo ora In costruzione de le radici d‘un’cgiw;ion« 
del secondo grado completa , la quale, come si sa , con i segni espliciti , 
può assumere una de le quattro seguenti forme : 

(11) a?-\~px=q*, (12) ai* — px—q \ 

(13) x*-‘ r px= — q*, (li) a?—px= — q*. 

Prima di passare a la costruzione , osserveremo che le radici de 
la (11} sono quelle stesse de la (12), prese col segno cambiato (’); 
inoltre ciascuna ha le proprie radici di segno contrario tra loro, e dip- 
piìi nella (11) la radice maggiore in valore assoluto è la negativa, come 
nella (12) è, per conseguenza, la positiva. Similmente le radici de la 
(13) sono quelle de la (11) col segno contrario, e inoltre nella (13) le 
radici sono amendue negative, mentre nella (11) sono amendne posi- 
tive. Da questa breve osservazione risulta che la costruzione de le ra- 
dici de la (11) vale ancor." per quelle de ia (12); come pure la costru- 
zione de !e radici de la (13) vale ancora per quelle de la (11). Pre- 
messo ciò, si chiamino x' ed x " le radici de la (11), c sia x" la radice 
negativa , allora per la teoria de 1’ equazioni del secondo grado (’*) 
avremo : 

«' — x"— — p, — x’x"— — 2 *, 

donde si trae : 

x" — x'=p, x'x"=q t . 

Queste due equazioni ci mostrano che le rodici richieste sono i lati d’un 
rettangolo equivalente al quadrate r/*, e la differenza di questi lati ò 

#>; laonde se (‘“) eoi raggio BC=-^-p (Aff- 30) si descriva la circonfe- 
renza indi si meni la tangente 3A ~q, si congiunga AC, e la si 

prolunghi fino ad incontrare nuovamente in M' la circonferenza, sarà; 
dr':s:AM, z'=AM'. Pertanto le radici de la (11) sono espresse da la 
segante AM' e da la parte esterna AM. e la prima di queste rette ò 
la radice negativa. E quindi per I' osservazione fatta superiormente, le 
radici de la (12) saran parimente espresse da la segante AM' c da la 
parte esien.a AM, e questa sarà invece la radice, negativa. 

Passiamo ora a la Costruzione de le radici de le 

(13) x*-i-px=—q' (14) x m -px=—q n . 

Dinotando con x', x" le radici di quest’ ultima e tenendo presente che 
sono ambedue positive , avremo , come sopra : 

| -x"—p, x'x’—q*, 

(■) D' Axdbea — Élementi <T Àlgebra ; n.* 392 , e 182 
IV Axdbf.v — Op. cit. ; n." 189. 
f“) Legendbe — Geometria ; prob. 18, lib. 3. 
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il che ci mostra essere le radici cercate i lati d' un rettangolo equiva- 
lente a g a , e la somma di questi lati essere eguale a p ; laonde (') su 
la retta AB —p (fig. 37), come diametro, descritta la mezza circonferen- 
za AMB, a l'estremo B s’adatti la tangente BD=q; indi dal punto D 
si meni DM'M parallela ad AB, e dal punto M s’ abbassi su AB la per- 
pendicolare MP ; le radici cercate saranno a:'=BP, a^=AP, o vero 
a:'=DM, jc*=DM' prese col segno Prendendo in vece queste due 
rette col segno — , avremo le radici de la (13). Pertanto stabiliremo 
la seguente 

Regola i>f.r la costruzione geometrica de le radici d'[cn’ equa- 
zione del secondo grado completa. — Si costruisca , con un raggio 
eguale a la metà del coefficiente del secondo termine, una circonferenza; 
in un punto di essa si adatti la tangente, ed a partire dal punto di con- 
tatto se ne stacchi una porzione eguale a la radice quadrata del termi- 
ne noto ; indi, se il termine noto è negativo nel primo membro, ri 
congiunga l'estremo di questa tangente col centro, e si prolunghi sitw 
ad incontrar nuovamente la circonferenza; le radici saranno tutta la 
segante e la parte esterna , e particolarmente l' intera segante sarà la 
negativa , se il coefficiente del secondo termine è positivo ; e in vece sarà 
la positiva, se il coefficiente del secondo termine è negativo: che se il 
termine noto è positivo nel primo membro, da P estremo de la tan- 
gente, tirala come sopra è detto, si meni la parallela al diametro che 
passa pel punto di contatto, e le parli di questa parallela comprese tra 
V estremo di essa tangente , ed i punti in cui ra ad incontrar la cir- 
conferenza saran le radici cercate ; le quali saran positive ambedue, 
se il coefficiente del secondo termine è negativo , e ambedue negative , 
se il coefficiente del secondo termine è positivo. 

Si osservi che quando nelle equazioni (13) e (14)yp*<q* le ra- 
dici, come si sa, riescono immaginarie. Or, questa condizione trae 
1 a * 

seco T altra — AB <TBD , o vero BD>BC , ed in questo caso è evi- 
dente che la retta DM, condotta parallelamente ad AB non potrà più 
incontrar la circonferenza; onde effettivamente la determinazione de 

le radici sarà impossibile. E se -ip*=q*, le due radici diventano egua- 
li , ed il valore assoluto di ciascuna è — p : nel tempo stesso , risul- 
tando BD=BC, la parallela DM sarà tangente la circonferenza nell’e- 
stremo del raggio elevato perpendicolarmente sui diametro AB; la° n * 
de col fatto le radici saranuo eguali, ed il valore assoluto di ciascuna 

di esse sarà BC=ip. 

(') Legbndm — Geometria', prob. 17, lib. 3. 
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257. La costruzione de le radici d'un'equazionc del secondo grado 
conduce ancora a quella de le radici de 1 ’ equazione trinomia: 

(15) 

In effetti le radici di quest'equazione sono espresse da la formolo 

r £ 

che può scriversi anche cosi : 

(16) P (=F=y P±\/ 7 f ±p)]- 
Or, il fattore 




quando ad yp c a q* si dà un sol segno, come loro compete in virtù 

de la proposta (15) ne’ casi speciali, rappresenta appunto le radici di una 
de le equazioni del secondo grado trattate nel num. prec. , qualora il 

o* * 

termine noto q* si rimpiazzi con l'altro \ . Laonde trovate queste radici 

non resterà che trovare una media proporzionale tra ciascuna di esse e 
la retta p, come lo indica la formola (16). 

Supponiamo con particolarità che l’equazione data, co' segni espli- 
citi , sia la 

(17) arM-pV=<Z*; 
allora s' avrà : 

-1 ! 

(18) *=t(p (“Wv P ‘+? )]’ 

Descritta quindi col raggio CB=y p ( fuj . 36) la circonferenza BMM' si 

q* 

condurrà la tangente AB=— , indi congiunta AC c prolungatala sino in 

31', i due valori del fattore in parentesi sotto il radicale saranno (n.“ 
pree.), geometricamente espressi da le rette AM, AM'; ma siccome AM' 
£ negativa , cosi non terrem conto di questo fattore, clic condurrebbe! 
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a risultamenti Immaginarli. Ad ottenere quindi i valori reati di x de 
la formola precedente converrà trovare la medio proporzionale tra la 
retta AM e la p o sia MM*. Si ottiene facilmente ciò , descrivendo 
(n.° 255) su la AM' una mezza circonferenza . ed elevando la perpen- 
dicolare MN, clic rappresenterà il valore del radicale nella (18), e però 
prendendo la retta MN or col segno più or col meno si avranno le due 
radici reali de l‘ equazione proposta (17). 

Se il coefficiente p' de la (17) fosse stato negativo, allora la ra- 
dice negativa sarebbe stata la AM ; c quindi la media proporzionale 
più sopra indicata dovrebbesi prendere tra la AM' e la MM'. Or, ciò 
ottiensi con la costruzione falla qui innanzi, e (n.° 255) cangiungendo 
inoltre la M'N la quale , presa col doppio segno rappresenterà le duo 
radici reali de la proposta nel caso attuale. 

258. Più facile ancora riesce la costruzione de le radici de 1‘ 0- 
quazione trinomio , quand* essa risulta de la forma 



( 19 ) 



x‘ — p*x ‘— — </*, 



1 o* 

nella quale supporremo esser verificata la condizione — p*)> — , perché 

le sue rodici fossero reali, c lo saranno in questa ipotesi tutte e quattro, 
perocché risolvendo la precedente equazione si ha : 



( 20 ) 




ed il secondo fattore di questo radicale ha lutti e due i suoi valori po- 
sitivi (n.° 250). Per costruire intanto questi quattro valori de la x, 
descrivasi (n.° 256; su la AB=p, come diametro, la mezza circonferen- 
za AMB ip'j. 37) ; indi si elevi la perpendicolare BD= — , e si meni 

la parallela 1)M; in line congiungansi AM, BM, c saran queste redo 
prc-e positivamente e negativamente le radici de la (19); imperciocché, 
menata la perpendicolare MP, i valori del secondo fattore del radicate 
(20; sono appunto (n.° 250) AP, BI’; inoltre (n.° 255) AM è media 
proporzionale tra BP ed AB, o BM è media proporzionalo tra AB o 
BPi come appunto dev’ essere in virtù de la stessa (20). 

Non ci occupiamo de la costruzione de le radici de i* equazione 

a^-h/Ar*— — q*. 



perché sono immaginarie. 

259. Alcune de le operazioni necessarie per la costruzione de le 
formole precedenti si potranno evitare, se la figura intorno a la quale 
si aggira la quistione , le presenta da se stessa ; ed ò di somma un- 
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portanza il profittarne, alfine di render, quanto più è possibile, minore 
il numero de le costruzioni a fare , cd aver così una più elegante campo a 
sizione geometrica del problema. Così, quando trattasi di trovare quarte 
o terze proporzionali, sarà buono profittare di qualche angolo disegnato 
nella stessa figura data, senza il bisogno di costruirne uno a parte. I.c 
questioni che qui appresso ci faremo ad esporre dichiareranno meglio 
questa pratica , e ci metteranno , in qualche modo, in evidenza la ma- 
niera onde imprendere la soluzione del problema, per ottenerne la piu 
semplice composizione. 



ARTICOLO IV. 



IttSOl.CZlONI DI ALQUANTI PROBLEMI CEOMETRlCO-CRAriCI DETERMINATI. 



2C0. Problema I. — Dato il triangolo ABC (fig. 38) menare una 
retta parallela al lato AC, in matto che la parte MN, intcrcetlu fra gli 
altri due lati, risulti eguale ad un’altra retta data d. 

Analisi. — Suppongasi risoluto il problema , e sia MN la retta di- 
mandata; indi si osservi clic attualmente è incognito il punto ài, pel 
quale dee passare questa retta, c che d'altronde, conosciuto questo pun- 
to, la questione è interamente risoluta. L’ incognita del problema è dun- 
que la distanza di questo punto ad un punto dato ; poniamo che sia 
la AM, e perciò facciasi : 

AB=a, AC =b, AM=x, e quindi BM=a — x. 

Posto ciò, tra questi elementi dati ed incogniti abbiamo una re- 
lazione che deriva dal dover essere la retta MN parallela ad AC , o 
però devo aver luogo la proporzione (*) AB I AC; ,‘BM '. MN , o vera 
in simboli 

a ; b’.’.a — x ; MN, donde MX= — - — — . 

a 



Inoltre, per seconda condizione del problema, dev’essere MN— d, dun- 
que dovrà esser pure : 

à(a—x) 



a 



Soddisfatte cosi algebricamente tutte le condizioni del problema , non 
resta che a trarre il valore de l’ incognita da quest’ ultima equazione , 
c si ha ; 



( 1 ) 



a(b—d) 



(*) Lecz-ndm — Geometria ; prop. 15, lib. », 
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Laonde per avere la distanza incognita AM , converrà ( n. # 25t) co- 
struire una quarta proporzionale in ordine a le tre rette 6, a, e b — d, 
Questa costruzione potrebbesi fare a parte , ma sarà più elegante ese- 
guirla senza uscir da la figura data , come nel num- prec. si è avver- 
tito. A ciò facilmente si perviene , mercè la segueute 
Composizione del problema. — Si logli CD=d , si meni per D la 
DM parallela a BC , e sarà M il punto cercato. 

in fatto, essendo CD=d, sarà AIL=à— - d; e perché DM è paral- 
lela a BC , la AM è quarta proporzionale a le tre rette AC, AB ed 
AD, cioè 6, a, e b — d. 

Discissione.— La formolo (1) ci mostra che la tv sarà positiva, Rul- 
la o negativa , secondo che sarà 6>d , b=d , b<Zd ; e quel che , piu 
è degno d'attenzione si è che, seguendo la medesima precedente co- 
struzione , in tutte e tre le ipotesi , essa stessa ci farà conoscere il 
vero modo con cui l’incognita, che sempre soddisfa l’equazione, sod- 
disfaccia poi al problema, secondo la posizione che prenderà la retta 
AM. 

Cosi, finché sarà la a? sarà positiva; la retta AM cadrà da 

A verso B , e la ietta MN si troverà dentro il triangolo ABC , come 
evidentemente deve succedere. Quando poi sarà 6=d risulterà x=o; 
in pari tempo il punto D cadrà in A e la parallela DM passerà per 
lo stesso punto D e coinciderà col lato AC, come col fatto dev'esse- 
re; perchè la retta data uguaglia questo lato. Finalmente quando sa- 
rà <<cJ , la x risulterà negativa, e la costruzione eseguita con questi 
dati, a lo stesso modo come pei casi precedenti , determina il punto 
incognito sul prolungamento de la BA, in M'. Questo risultamento è 
d’accordo con l'ipotesi stabilita; imperocché, se la retta data è mag- 
giore del lato AC, non può evidentemente cader dentro il triangolo, 
e d'altra parte la condizione del problema richiedeva solo che la retta 
data fosse compresa tra i lati AB, BC, e non dentro o fuori del trian- 
golo; oud’ è che si deve necessariamente la retta data trovare in M N' 
al di sotto di AC, senza che questa soluzione sia incompatibile con la 
natura de la quistione. 

261. Quest’ultimo risultamento ci mostra in primo luogo, che i 
valori negativi , in fatto di costruzioni geometriche , al pari dei posi- 
tivi , derivano da una stessa operazione, e preudono da loro stessi una 
posizione opposta a quella de’ positivi ; ed in secondo luogo che non è 
mestieri , trattandosi di linee , invertir l' ordine de la sottrazione per 
renderla possibile in ulcuni casi , come avviene quando si tratta di nu- 
meri. Ciò ha luogo per la legge di continuità che regna nelle linee , e 
per la proprietà che esse hanno di poter essere prolungate indefinita- 
mente, in generale, sì da una parte che da l’altra. Ma non ha luogo 
la stessa cosa ne’ numeri , ove non si può altrimenti eseguire la sot- 
trazione che togliendo il minor numero dal maggiore. 

262. £ si può nuche qui , come nei problemi numerici , notaio 
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come il segno meno, che prende in taluni casi l'incognita a, sia con- 
seguenza de la supposizione primitiva fatta su la sua posizione, e che 
una supposizione inversa invertirà pure il segno de l’incognita: Così, 
se si supponesse essere M' il punto incognito , e si facesse quindi 
AM'=x, si troverà, seguendo gli stessi ragionamenti come sopra: 

a(d — b) 



in tal caso x sarà positiva qualora supponcsi d^>b , e la costruzione 
de la formula darà il punto M'. Sarà poi negativa la x qualora sia 
d<fb , e la medesima costruzione darà il punto M , accordandosi cosi 
con la posizione che deve prendere la retta cercata , la quale essendo 
minore di AC, deve necessariamente esser compresa nel triangolo ABC. 

L’esposta analisi serve a convalidare il principio che il segno ne- 
gativo , che affetta il valore d' una distanza ad un inulto fisso , serve a 
far prendere a questa distanza una posizione del tutto opposta a quella 
stabilita nell’ esprimere analìticamente le condizioni del problema (n. 19); 
e uè darà una soluzione , qualora questa posizione si accordi con le al- 
tre condizioni non esprimibili algebricamente. 

203. Problema II. — Dati tre punti .1, C, li (pg. 39J sopra una 
retta indefinita , trovarne un quarto tale che le distanze del punto C ai 
punti A e tì sieno proporzionali a quelle del punto cercalo da gli stessi 
punti A e B. 

Analisi. — Suppongasi essere M il punto dimandato. Per fissare la 
posizione di questo punto basta conoscerne la distanza da uno de’ punti 
dati, e sia B. Facciasi quindi BM=s: e poiché le distanze AC, BC 
son date , porremo AC=u, BC=à, e sarà AM=a+4+x; ma per con- 



dizioni del problema dev'essere 



AM AC 
BM BC’ 



dunque avremo l’equozioue : 



a-\-b-\-x a 

x b ’ 



donde si cava 



( 3 ) 



(a+h)b 
a—b ’ 



e quindi , secondo il detto nel n.° 2iil , se ne trae la scguento 
Composizione del problema. — Si trovi una quarta proporzionale 
tra la differenza de le due distanze AC, BC, la loro somma e la distanza 
BC : ti tagli BAI eguale a questa quarta proporzionate trovala e sarà 
M il punto ric/ticsio. 
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Discussione. — l.° Se <f>ò, è x positiva è maggiore di 6; laonde 
in questo caso il punto M cade nel senso de l’enuniiato , cioè a dritta 
di B, c la sua distanza da questo punto è maggiore de la BC. 2.° Se 

è — a 



a<Cb, sarà x<Cp; inoltre potendo dare a la (3) la forma 



sarà , in valore assoluto , x^>a-\-b ; laonde in questo caso il punto cer- 
cato cadrà a sinistra di B in un punto 31' a sinistra ancora di A.. 3.° 
Finalmente se a=b, ar=x : questo risultamcnto che c’ insegna il pun- 
to cercato essere, nel caso attuale, a distanza infinita, risponde bene 
a T ipotesi ; imperocché le distanze del punto richiesto ai punti A c B 
dovendo essere, in questo caso, eguali perchè tali pure s'intendono AG 
c BC, non potrebbero altrimenti esserle se non s'intendessero entram- 
be infinito. E devesi notare che l'infinito potendo esser positivo o ne- 
gativo , il punto cercalo può trovarsi si a dritta che a sinistra di B. 

204. 1 quattro punti A, B, C, 31 sono stati detti annottici , e la 
retta finita AM si dice divisa armonicamente o in proporzione armonica 
da que* quattro punti. I due C ed 31, le cui distanze a gli stessi punti 
A c B son proporzionali , s'addi mandano coniwjati armonici rispetto a 
la distanza AB, o rispetto ai due punti A e li, che sono anchessi co- 
niugati rispetto a C ed 31; imperoccliò da l’essere CA ; CB;:3IA '. MB, 
si ha pure CA : 3IA”CB ; 31B. la quale proporzione indica appunto 
clic le distanze de’ punti C ed 31 da io. stesso punto A sono proporzio- 
nali a quelle de gli stessi punti da B, coinè si richiede. 

Di dnc punti coniugati 1' uno cada tra gli altri due coniugati , e 
1' altro fuori. E dal caso 3° de la discussione precedente segue che il 
coniugalo armonico ilei punto medio d' una retta , rispetto a gli estremi 
di questa retta, è posto a i infinito . e reciprocamente. 

Ancora , essendo 

ac ; BC:;A3i : bm. 



si ha pure 



A3f — CAI : CAI — BAI; ;A3I : BAI 



vale a dire che le tre distanze AAI, CAI, B31 son tali che l'eccesso de 
la prima su la seconda sta a quello de la seconda su la terza, come sta 
la prima a la terza (*). 



(‘) Volendo che una corda sonora dia i tro suoni do, mi, sol, formanti l’ac- 
cordo perfetto maggiore, debbonsi farne vibrare tre parti ebe siano proporzionai» 
. . 4 2 , 

ai uumcri 1 , — , — , clic sono tali da essere 
5, u 




c da ciò appunto c nata la denominazione di proporzione enarmonica. 
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26o, Da la (2) si trae facilmente 

f 2tC (l — i — b 

a+b a—b 



c però fatto <H-Ò=2c, si caverà : c*= 



a — 6 

~~T~ 



(aH-c). Or, c dinota la metà 



de la AB, c si può considerare come la distanza del ponto E, medio 
di AB da l'estremo B; quindi .zH-c— EM ; e poiché EC=EB — tilt— 

~ l ^ ò=- , dunque c*— — - v j-t-c)=EC.EM, e si ha perciò il 



seguente 

Teorema Se la disianza fra due punii coniugali dividasi per me- 

tà , ciascuna di queste metà sarà media proporzionale Ira le distanze di 
quel punto medio da gli altri due coniugati, e reciprocamente. 

2f>ti. Dinotino d e </' le distanze d’ uno de' punti (o anche poli) 
coniugati C o M , e sia M , da gli altri due poli coniugati A c li, o 
rappresenti D la distanza C.\l, a\remo, secondo la definizione ; 

d ; d :\D—<i ; <r— />, 



0 vero 




Questa formolo è molto commoda per rappresentare la divisione armo- 
nica d’ una retta. 

2G7. Se ora da un medesimo punto P si conducan quattro rette 
PA, PB, PC, PD talmente che i quattro punti A, B, C, D dico luogo 
ad una proporzione armonica , quelle rette diconsi formare un fascio 
armonico. Più innanzi vedremo essere la proporzione armonica un caso 
particolare de la divisione anarmonica del distinto S.r Ciiasi.es. 

268. Problema 111. — Dati due punti AcB sopra una retta in- 
definita All' (fig. 40 ; trovare un terzo punto su la stessa retta, in mo- 
do che la sua distanza da uno de' punti dati risulti media proporzio- 
nale tra la distanza che esso serba da l' altro punto , e quella de'punti 
dati fra loro. 

Analisi. — ■ Non conoscendo anticipatamente se il punto dimandalo 
debbasi trovare tra A e li, se a sinistra o a dritta di A, converrà per 
mettere il problema in equazione , stabilire una ipotesi su la posizione 
del punto incognito; supporremo quindi che esso deliba trovarsi tra A 
e B, e porremo AB— a, AM=.r; quindi BM=a — r, e le condizioni 
del problema daranno 1’ una o T altra de le seguenti equazioni : 

(5) x*=a(a — #); (6) {a—xj’—ax, 
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secondo che si suppone la distanza media proporzionale esser quella 
che il punto M serba da A, o pure quella che serba da B. 

L’ essere ciascuna di queste equazioni del secondo grado , ci fa 
affermare che il problema ammette, in generale, una doppia soluzio- 
ne; ed attenendoci per ora a la prima de le precedenti equazioni, la 
ordineremo rispetto ad x, c verrà : 

(5) x‘-+-ax=a M ; 

onde i valori di x s’ otterranno facilmente, come si disse ai n.°256. 
E qui, come nel problema prcc., non sarà necessario effettuare queste 
operazioni a parte , ma su la stessa figura potrà eseguirsi la seguente 
Composizione del pkoule.ua. — Da i estremo lì » elevi su la AB 

la perpendicolare BC=\ AB— i- a; descrivasi col raggio CB la cir- 

eonferenza NIÌX' , e compungasi la CA, che si prolunghi sino ad incon- 
trare nuovamente la circonferenza in N 1 ; le due radici de la (2) , e 
quindi le distanze che il punto incognito dee serbare da A, saranno 
espresse da A.Y c AÌS"; quindi,, essendo la prima positiva,, si prenderà 
AM—AIV, c hi seconda essendo negativa, si porterà sul prolungarne » 
to di BA una porzione AM'—AtS'^ e saranno M, Jf le posizioni del 
punto richiesto (*). 

269. Venendo, a la soluzione de la (6J,. basta porre a — x=y, per- 
chè cosi essa si cambi nell’ altra 

(6) y*=a(a— g;,. 

[') È da notare die se la distanza AN, rappresentante la- radice positiva de 
P equazione , si fosse portata sul prolungamento di BA, prendendo AM"=AN; al- 
lora per essere M" il punto cercato, dovrebbesi, secondo 1’ euuniiato de la que- 
stione, trovar verificata la condizione 

(a) ab : am ::am" :bm". 

Or, questa proporzione dii A II -| — AM': All: : A M'-f H\t" : AM", o vero, osservando che 
per costruzione AB-t-A5J"=NN'-+-AN=AN', ed AM , '=AN , sarà A >i ' : A I i: :A VI f— 
BM":AN, donde si trae AN 'xAIt=AB( AM’-f-BM’') , e poiché AN'XAN=ÀB*, sarà 
finalmente 

AB AM"+BM ' ')=AB*; 

ma questa uguaglianza è assurda , dunque parimenti assurda è la (a) , e perciò 
non può la radice positiva AN esser portata da A verso M" , in un senso, cioè, 
opposto a quello de l’ipotesi stabilita. Si perverrà parimente ad un assurdo, qua- 
lora la radice negativa AN' la si voglia portare da A verso B, cioè nel senso di- 
retto de l’emtnziato. 

D’altronde seguendo la stessa via di ragionamento è agevole provare che 
assurdo nou ha luogo , operando come si c detto nella composizione del proble- 
ma. E con ciò rimane riformato il principio del n* 262. 
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che non differisce da la (5), se non perchè la x di quella , vien rim- 
piazzata da la y in questa, vale a dire la distanza AM viene ad essere 
rimpiazzata da la BM, che è appunto eguale ad a — x, o vero y. In 
questo caso le radici de la (fi) si costruiranno precisamente come quel- 
le de la (5) tenendo di più presente, che, per aver l'atto a — z=A)I 
, il senso diretto de 1’ enunziato è quello da B verso A ; e quindi 
la radice positiva AN si porterà da II verso A, tagliando I1P=AN, e 
la negativa da B verso il proluugumeulu di AB, prendendo HI*'— AV. 
Or , se si rifletta che con l’ aver l'alto a — .r=y , si è venuto a supporre 
come se da principio il punto A fosse in B , e reciprocamente , si fa 
chiara la ragione per la quale la determinazione del punto incognito 
per mezzo de la (5) non dovca esser dissimile da quella del punto in- 
cognito per mezzo de la (6). La sola differenza è in questo , cioè che 
la soluzione positiva cadrà nel secondo caso sempre a sinistra di B, e 
nel primo sempre a dritta di A. Dippiù la simiglianza de le soluzioni 
de' due casi si scorge osservando che per la posizione simmetrica dei 
punti A e B rispetto ai punto medio de la AB, non v'era piò ragio- 
ne perchè le soluzioni rispetto al punto A, esser doveano diverse da 
quelle rispetto al punto B. 

270. Considerando 1’ equazione (3), si troverà die la soluzione po- 
sitiva AM, divide la retta AB in due segmenti, de’ quali il maggiore 
è medio proporzionale tra tutta la retta AB è il segmento minore. In 
effetti si ha che il segmento 



A M — — — a-t-y/ a'+a* , 

c poiché evidentemente il radicale è maggiore dì a, o sia dì AB, sarà 

pure AM>- AB, e quindi AM>BM. Similmente si trova che BP;> 

AI*. La retta AB, pertanto, è in questo caso divisa in media cd estre- 
ma rarjione (*). 

271. Si è fin’ ora supposto che il punto incògnito dovesse cadere 
tra A c B: or, supporremo che debba cadere fuori di AB. Sia dunque 
M'" il punto incognito ; e ritenendo che sia AB=a, AM'"=x l’ equa- 
zione del problema secondo I’ attuale ipotesi sarà : 

«*=a(x— a), o vero x' — ax= — a*, 

la quale ha evidentemente le sue radici immaginarie, e perciò in que- 
sto caso il problema è assurdo. Col Tatto si vede a priori che la retta 
AM'" non può giammai esser media proporzionale tra le altre due AB 
e BM"\ essendo essa eguale a la loro somma. 

(■) Legckdre — Clementi di Geometria ; jr jb . !. lib. 3*. 
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272. Prendendo BM m per la distanza media proporzionale si ha 
per equazione del problema 



(x — n)‘=ax, 



la quale rientra nella (fi), ed ha le sue radici reali. Parrà strano rnmo 
si possa ora assegnare la posizione del punto incognito a dritta di 11, 
se qui innanzi i! risultamento immaginario ci ha provato la sua inesi- 
stenza. Ma cesserà ogni maraviglia, qualora si osservi che, secondo l'i- 
potesi ammessa in questo numero, la questione si riduce a prolungare 
la retta A II in modo che il rettangolo de la retta data , nella eompnsta 
de la data e de l'aggiunta eguagli il quadrato de V aggiunta BM m . Or, 
questo prcblcma ò sempre possibile , essendo che HAI"' è differenza dei 
due lati AB, AM'" del rettangolo ABXAM'". In effetti, dinotando con rt 
c b i due lati del rettangolo e con c il lato del quadrato, s’avrà: ab=c', 
e=b — a, e quindi b ' — o vero a * — 3a<H-6 t =o. Or, que- 

sta relazione non conduce a risultamcnti assurdi, anzi a l’opposto dà 
due valori reali e positivi per b qualora quello di a suppongasi noto. 
Ma se a la prima condizione ab—c*, si aggiunga l'altra a-H»=:c, re- 
lativa a l'ipotesi del numero precedente, si troverà a*-4 -ab-{-b'=o, la 
quale relazione non pub aver luogo per alcun valore reale c positivo 
di a e 6, e diviene possibile nel solo caso die si supponga a o pure 
b negativa ; ma allora questo caso riducesi a quello trattato nel pre- 
sente numero. 

Da questo accordo tra le formolo algebriche e le costruzioni geo- 
metriche , ognun vede che l'uso ben fatto de l'algoritmo algebrico nei 
problemi di Geometria , ci conduce esso solo a la soluzione generale 
c completa del problema ; e bene interpetrati i risultamcnti algebrici 
trovaosi sempre d' accordo con la natura de la soluzione geometrica, 
relativa ad un caso particolare. 

273. Problema IV. — Date le rette OX OY (fig. il] perpendico- 
lari fra loro, ed un punto A egualmente lontano da ciascuna, niella- 
re per questo punto una retta in modo che la parte compresa tra le 
rette date eguagli una retta data ni. 

Analisi. — Suppongasi risoluto il problema, e sia NAM la retta ri- 
chiesta. Questa retta dovendo passare pel dato punto A, resta sola a 
determinare o un secondo punto, o pure l'angolo che far deve con 
un’ altra retta data di posizione. Questa seconda quantità si determi- 
nerà soddisfacendo a l’ altra condizione, la quale richiede che la parie 
intercetta MN eguagli la retta data m. Pertanto supponiamo che vogliasi 
determinare un'altro punto ài pel quale dee passare la retta cercata, c 
facciamo perciò la distanza incognita OM=.r, e quindi ponendo AB== 
OB=a, sarà B.M=.r — a. Per formare l'equazione del problema, conver- 
rà trovare l’espressione analitica di MN, ed eguagliarla in seguilo ad 
»». Si osservi dunque che in virtù del triangolo rettangolo MOM , à 
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ha in primo luogo : 

(7) MN=y/' OM Von =y/ x*+ON* ; 



poi, por esser simili i triangoli MON , MBA, si ha la proporziona 
11M I AB::OM ; ON, o vero in simboli: 

dco 

x — a '.alino I ON , donde OX= , 

x — a 



e quindi sostituendo questo valore di ON , nel serondo radicale (7) , 
e poi eguagliando il risultamenlo ad m, avremo l'equazione del prò* 
blema, che sarà: 




a x 

—ni 

(oc — a j* 



la quale sviluppala , ed ordinata diviene-: 

(8) «*— 2aa:*-H-(2a* — m*):c*-f-2am*j: — a*m*= sto. 

Quest'equazione, essendo del quarto grado, c’ indica che il pro- 
posto problema animelle, in generale, (piai tra soluzioni, e se se ne 
volessero costruire geometricamente le radici , senza le considenuioni 
che qui appresso saremo per esporre, converrebbe ricorrere a mezzi di 
costruzione che più innanzi saranno spiegati. 

274. Si osservi intanto che la (8), presentando nei segni tre va- 
riazioni ed una permanenza, sia che 2 a* si supponga maggiore, egua- 
le o minore di in*, essa ammetterà , in generale, secondo il teorema di 
Cartesio (’) una radice negativa e tre positive; per modo che vi saranno 
su la retta XX' tre punti situati da la parte positiva OX, come M, M', 
M", ed uno M'" posto da la parte negativa, e ciascuno di essi, congiunto 
col punto dato, darà una de le posizioni dì cui è suscettiva la retta 
cercata. E col fatto si può vedere su la stessa figura che la retta in- 
cognita può prendere una de le quattro posizioni MN , M'N', àl"N" , 
ciascuna de le quali soddisfaccia ambe le condizioni espresso 
nell' enunziato , di passare cioè pel punto A , ed esser compresa tra 
le rette OX, OY. Anzi qui è da osservare , che non essendosi espres- 
so analiticamente che la parte de la retta cercata, intercetta fra le 
rette date, dovesse trovarsi fra le parli OX, OY , solamente, e non 
pure fra i loro prolungamenti OX', OY'; così l'Algebra, per la ge- 
neralità de' suoi proredimenti, ci ha dato tutte quattro le posizioni do 
la retta incognita ad un tempo, facendo risultare del quarto grado la 
equazione liliale. 



(') D’ A.vutEk — Elementi d' Algebra; n.‘ K CO. 
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Si può inoltre osservare che (issata una \olln la posizione MN, sarà 
pure determinata quella de la M'N', percliò sarà sufficiente prendere 
OM'=ON, o pure ON'=OM, c congiunger quindi M' o pure N' con 
A. E similmente , resa nota la posizione d'una de le due rette M"N", 
M de la prima , per esempio , si conoscerà pure quella de l'altra, 
prendendo OM"'=OY", o pure ON'"=OM"' t e congiungendo M'", o 
M"' con A. 

Quesfultima osservazione ci porge il mezzo come far dipendere la 
costruzione de I’ attuale problema da quella di due equazioni piii sem- 
plici de la (8). In effetti essendo OM -+-ON =MN =m* ed ON=OM', 

— — * - ... " » 1 ■ — « 

sarà pure OM -+-OM' =»i*, e similmente sarà OM" -+-OM"' =m*: laon- 
de se dinotinsi con x„ x t , x„ x, le rodici de la (8), rappresentate geo- 
metricamente da OM, OM', OM", OM'" s'avrà: 



(9) x*+x*=m*; (10) x*-{-x*=m*; 

e d' altra parte (*), in virtù de la stessa (8) 

(11) x J -]-x t -{-x,-\-x l =2a (12) x,x t x,xf= — a*m*. 

Posto ciò pongasi 

(13) *,+-*.=3, 
e sarà per la (11): 

(14) x,+x,—2 a—z ; 



indi elevando a quadrato queste due ultime equazioni , e riducendo per 
mezzo de le (9) c (10), risulterà: 



(15) 



z — m 



XX. 



(16) 



(2rt — 3)*— m* 



Da le relazioni (13) e (14) vedesi dunque che le x,, x, son radici de 
l'equazione di secondo grado 



(17) 



U* — 3U-1 







m 



2 



o; 



e da le (14) e (16) si vede che le x,, x, sono radici de l'altra equa- 
zione , anche di secondo grado, 



(18) 



, , (2a — z )* — m* 

m — (2 a — Zjti-j =o ; 



(■) D’ Andre k — Elementi d'algebra-, n.* 370. 



Digitized by Coogl 



col OCAI.t SI POSSOS TRATTARE TE OflSTIONt GEOMETR. 225 
quindi per determinare tali radici , converrà delerminor prima il valore 
de l‘ incognita s. Si sostituiscano per ciò i prodotti (15) e (16) nella 
(12), ed ordinando il risanamento rispetto a s’otterrà l'equazione 

a* — lo: ’-f* InV — 2 m , z*-<r\u»t t z-+-m , =o , 

la quale , per essere ii suo primo membro quadralo del trinomio a*— 
2a: — m* f si riduce a 

(19) a* — 2 az — m*— o, 
le rnì radici sono : 

(20) a— z—a — \ a' + ro*. 

le quali sostituite rispettivamente nella (17) e nella (18) forniscono la 
due equazioni : 

(21) u* — \ o , +m*+a)u-}-a( a* -\-m*-\-a)z=o , 

t ' 

(2-2) w*-4-(\ — a ; u — al \4i*+m'’ — a)—o. 

Dopo ciò non rimane che costnrìre geometricamente le radici di queste 
equazioni , le quali radici saranno appunto i valori di .t, , a - ,, .r,, .r 4 . 

Si osservi dunque clic presa OQ=)h, sarà BQ = !—//»“» e tagliando 

BQ— BQ"=BQ , sarà OQ T ==\/a*-4-m*-Hi, OQ"=yV-t-m*— «, Inol- 
tre se descrivansi le mezze circonferenze DEI)', OE"Q", e , presa 
OB"=OB=a, sì menino le perpendicolari BE, B"E" e si prolunghi- 
no fino ad incontrar le dette circonferenze, sarà OE*=OB.OQ' = 

« ed OE" =OB". OQ”=<i (y/a*-|-ni* — a). Pertanlo, se- 

guendo la regola del numero 256 , se si tagli OE'=sOK , e si meni 
E'D'D parallela ad OX, saranno ED', ED le Ridici de la (21), le qua- 
li bisognerà portare da O verso X, perchè ambedue positive. Per aver 
poi quelle de la (22) converebbe applicare a la circonferenza OF.’Q" 
una tangente eguale ad OE''. e congiungere T estremo di questa tan- 
gente col centro (n.° 256). Ma, osservando che la parte di questa con- 
giungcnte , compresa tra il centro e l'estremità de la tangente sarebbe 
l'ipotcnusa d’ un triangolo rettangolo, avente per cateti il raggio OC' 
e la corda OE", allora più facilmente si eseguirà la costruzione , con- 
giungendo la corda E"Q'\ tagliando E"F=OC', e C'M"= OF ; in tal 
modo le radici de la (22) saranno OM" positiva, ed M"Q" negativa , 
la quale per ciò si taglierà da O verso X', prendendo OM"'=M''Q". 
Dietro tutto ciò no segue la seguente 

16 
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Composizione dei. problema. — Pel punto dolo A si meni la perpen- 
dicolare indefinita AH sul lato OX, c presa OH" =01! si meni I' altra 
perpendicolare JPE indi presa OQ=m , sitagli B(/=HQ" =BQ (') , 
e si descrivano su le OQ’ , OQ" le mezze circonferenze OEQ' , Oi."(J ": 
fallo ciò si tagli OE'=OE, si conduca E'D'D parallela ad OX, e si tagli 
OM'=OD' , OM=OD; poi menala la corda E"Q”, e tagliala la E" !•'= 
OC, si prenda C'M”=OF ed OM m =M"Q" . Cungiungansi finalmente 
i quattro punii M, Jf\ M", M m col punto A, e si avranno le quallro 
posizioni de la retta dimandata. 

Discissione. — Le radici de la (22) saran srmpre reali , qualunque 
potessero essere i valori di a e di m , e per ciò le soluzioni nei due 
angoli XOV, X'OY avran sempre luogo ; ma quelle de la (21) lo sa- 
ranno finché sia 



T >a ( v V-Hn'-H') , 



o vero, sviluppando e riducendo, sinché nr>2«\/2. Or a\/ 2 rappre- 
senta la diagonale del quadrato DA, dunque il problema proposto am- 
metterà geometricamente due sole soluzioni , se la retta data è minore 
del doppio de la indicata diagonale. 

275. Lasciando ora da parte la distanza OM, presa per incognita 
nella precedente soluzione , prenderemo invece per incognita f angolo 
NMO che, come più sopra si è fatto osservare, può del pari risolvere 
il problema ; e poiché un angolo si determina facilmente mercé una de 
le sue linee trigonometriche, faremo cotNJ10=3. Per stabilire l’equa- 
zione del problema in questa seconda ipotesi , senza fare nuovi ragio- 
namenti , osserveremo solo che 



e perciò 
(23) 



cot>’A10 = 



BM 

AB 



x — a 



a 



o sia 



x — a 

: * 

a 



az=a(\-j-z) : 



allora sostituendo in (8) questo valore di x, s’avrà immediatamente la 
chiesta equazione in z , la quale , ordinala rispetto a z , c fatto per 
semplicità 



(24) 




D Non si è congiunta la BQ, perchè si può, senza cnnpiungorla, prender col 
compasso un intervallo eguale a By: c tulle le volte die la distanza fra due punti 
è una retta uusitiaria , come le Tty . OR”, OF, varrà meglio uou segnarla, afiiu 
di render minore il uumero de le operazioni gradelle. 
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sì trova essere la seguente : 



(25) z t +2z J —nz'-f2z-\-l=o, 

clic essendo reciproca (') potrà facilmente abbassarsi di grado, dividen- 
dola prima per e riunendo quindi, in uno, i termini ad egual di- 
stanza da gli estremi ; il die fatto s' avrà : 



4 ) +2 )—«=»• 



Ponendo ora : 



(26) 




la precedente equazione, e conseguentemente la (25) si tra •'formerà nel- 
la seguente del secondo grado : 

y’-b-Stf— (n-t-2)=o, 

le cui radici sono espresse da 



»=— i±y/.i H». 

o vero , rimettendo per « il suo valore 2i) e riducendo , da 



±:\V-Hn* 



Sostituendo ora ciascuna di queste radici nella (26), dopo averla ordi- 
nata rispetto a =, ne emergeranno le due equazioni : 



(27) (28) 



, v V-hmM-u , 

“I ^ ■ * 

a 



le cui radici daranno i valori de l' incognita ncccssarii a la soluzione 
del problema. 

Otteniamo anche così quattro valori per questa nuova incognita , 
ed essi son relativi a le quattro soluzioni clic la' qiiislione ammette ; 
ma in questo secondo modo di soluzione, i delti valori possonsi più 
facilmente costruire. E dapprima osserveremo clic le radici de la (28) 
essendo negative , la cotangente : , ricavata da questVquazione , nppar- 

(‘) D' .Udrei — Elementi A' algebra ; n.“ 441 e sogli. t-Jiz. 

4 
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terrà a l’ angolo ottuso che la retta dimandata dovrà fare con la retta 
XX' da X verso X', seguendo il senso stabilito nel porre il problema 
in equazione. 

Per costruire intanto le radici de le (27) e (28) pongasi per un 
momento 




ove u, secondo il principia d’ omogeneità, rappresenta una retta sipa- 
ri di a. In tal modo le (27) e (28) si trasformano nelle seguenti : 

(30) u* — (y/fl'-Hn* — a)u— — o\ 

(31) « , +(\/7fiii‘-H)u=— «*, 

le cui radici, seguendo la regola del n.° 2oG, s’otterranno mercè 1» 
seguente 

Composizione del problema. — Si meni per A (fig. 32) la FP" pa- 
rallela ad XX', e si prolunghi la AB, finche sia AP= m , sarà perciò 

B P—\ aM-m*; indi ti tagli B' P"=B’P’=B' P, e sarà : 

j4P'=y/a’-t-m* — a, AP"=s.^ a*4-ni*-+-a. 

Fatto ciò, si descrivano su le AP, AP ", come diametri, le mezze 
circonferenze AM'MP', A iFM '"P", e saranno (n.° 256) BM, BM' • 
valori di u de la (30 j, e BM", BM 1 " quelli di u de la (31) , essendo 
dippiù i primi positivi, ed i secondi negativi. Finalmente , (per avere 
i valori di s come l’indica la (23 ij si congiunga il punto A coi punti 
M, M\ M", M", e saranno MN, M'.V, HI" A’", M m N’" le quadro 
posizioni che può prendere la retta dimandata. 

276. Newton nella risoluzione de l’ attuale problema assunse an- 
cora per incognita altri elementi, diversi da’ precedenti: egli (’) osser- 
vando che se fosse nota la distanza Ac del punto medio de la retta MN 
dal punto fisso A (fig. 42;, il problema sarebbe risoluto (**) prese quella 
distanza per incognita, c giunse cosi a l’equazione, facile a ricavarsi: 

(32) t‘— 2(aM- j in*) (*= j m' (2«* — j m*). 



(‘| Jrlthmetlca universalis ; proh. 14, png. 118; ediz. Vcrheck l?3?- 
("I Di fatto conoscendo Ac, snreh!>cro parimente noti i due semmenti AM. AN, 
e quindi descrivendo, col centro A, e con un raggio eguale ad uno di questi sem- 
menti un arco di alveolo , questo verrebbe a determinare un secondo punto il o 
N de la retta dimandata. 
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•ve t rappresenta l'incognita distanza Ac,, od a ed m hanno gli stessi 
significati come innanzi. Ora quest’equazione trinomio, si abbassa subito 
al secondo grado , come si sa da f Algebra. 

Osservò ancora che se fòsse nolo il punto r, ove la perpendicolare 
er, condotta dal punto medio c su la rongiungente OA prolungata r 
incontra questa congiungente il problema sarebbe parimente risoluto; 
poiché, esseudo NO.M un triangolo rettangolo-, il punto c è il centro dei 

cerchio- che passa per M, O, N, e però Oe=cM=;j m, siche, quan- 
do fosse nota Ar, si descriverebbe da prima un circolo coi. centro 0 e 
con un raggio eguale a la meta de la retta data , e poscia si mene- 
rebbe per r la perpendicolare ad OA, la quale perpendicolare- incontran- 
do il circolo, determinerebbe c. Or, prendendo v per la- distanza inco- 
gnita rO, c ponendo 0A=6, si troverà facilmente : 

(33) <•*— y bv—j m\ 

la qiiafe equazione non é clic del secondo grado , ma non cessa per 
questo di condurre a le quattro soluzioni che il problema ammette ; 
imperocché evidentemente le radici di quest'equazione sono di segno 
contrario, e perciò esse determineranno due punti r ed r' e quindi due 
perpendicolari re, r'c") le quali incontreranno il circolo descritto come 
sopra ò detto , in quattro punti, che daranno le (piatirà soluzioni di 
che la questione è suscettiva.. 

277. Ponendo ò, la precedente equazione, si cambia nel- 

F altra semplicissima 




fa quafa determina i punti ignoti r, r\ mercè fa costruzione d’un cir- 
colo avente un raggio eguale a la radice- quadrata del secondo membro 

di quest’ equazione , ed il centro in i, essendo Oi=-^- OA, in virtù d« 
la relazione c=»'-|-y ò. 

278. Finalmente prendendo per fncorgnila fa distanza AT , tra il 
punto A e la MT parallela ud OF, si giunge pure ad una sciaplicis- 

f) Prolungando rO duna quantità rt— rO, e congiunte n do Ct, cO , avremo 7 

due triangoli isosceli tcO , MeO. i quali danno ctÒ=cOt, cMO=cOM, e quindi V 

ctO-(-cMO=.tOM=:4à'; ma tcM=ctO-f-cMO-|-tO.M, dunque tcM è uu angolo retto, 

quindi il triangolo Act è rettangolo m c, è dà ct*=At. ttjO vero-jm'^Tv— 4)t. 
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siimi equazione del secondo grado , elio conduce n la costruzione data 
dal Pappo d' Alessandria , relativamente a I’ attuale problema (*). 

270. Ahhiarn cercato a bella posta estenderci alquanto nella espo- 
sizione di questo problema . a fine di mostrare come una conveniente 
scelta di' l'incognita meni ad una rnmi><>siziorie geometrica più semplice, 

0 come questa composizione dipenda da la costruzione di equazioni più 
semplici ili quella da prima ottenuta ; di tutto ciò qui appresso si' ne 
vedrà la ragione. Si sa (**; che un'equnzione si può abbassare di grado, 
quando si conosca una qualche relazione fra le radici: il clic vuol dire 
clic la determinazione ile le radici ile l'equazione del problema dipende 
da la risoluzione di altre equazioni di grado più semplice, aventi rela- 
xioni determinate con la data. 

Or, quando un problema geometrico si pone in equazione, può in- 
tervenire che la determinazione grafica de l'elemento die deve soddisfare 
n le condizioni prescritte, possa in più guise effettuarsi : cosi nel proble- 
ma in discorso la retta SIN 'Jitj. Al e A2) potevasi determinare sia mercè 
il punto SI, o pure N (n.* 273;; sia mercé la sua inclinazione rispetti» 
ad una ile le rette OX, OY (n.° 273); sia assegnando la posizione del 
suo punto di mezzo (n.° 276); sia ancora determinando il piede de la 
perpendicolare menala da quest’ultimo punto su la cougiungcnte OA, 
(n.° 276) oc.; ed ognuna di coleste maniere di determinazione chiedeva 
una particolare incognita, che diremo, pernii momento, determinante. 
l)i più, lo stesso problema può ammettere più soluzioni, e queste deb- 
bonsi sempre ottenere , qualunque de le varie incognite , che possono 
egualmente risolvere il problema, siosi presa; se non clic, potendo queste 
soluzioni o determinazioni esser tali da stabilire de le attinenze parti- 
colari tra i rispettivi elementi che le assegnano, i quali sono appunto 

1 diversi valori de l’ignota assunta , il risultnmcnto, o vero l'equazione 
finale può , in virtù di quelle attinenze, o risultar da se stessa, o pure 
rendersi suscettiva di prender forma più semplice. Ciò per 1' appunto è 
avvenuto nel ripetuto problema , ove, sia che si prenda per determinan- 
te la GAI, o 1' angolo NMO, o la distanza Ac, si giugne sempre ad 
un’equazione ili quarto grado; nel primo caso, vista la relazione che 
esiste tra i quadrati di due de - valori de la determinante, o sia de le 
radici de I' equazione (8), la ricerca di queste radici si è ridotta a quel- 
la de le radici di due altre equazioni del secondo grado ; nel secondo 
raso, a motivo clic i valori de la determinante sono a due a due in- 
versi , anche la risoluzione de l’ equazione finale si è ridotta a quel- 
la di due altre equazioni del secondo grado; nel terzo caso le radici 
de l' equazione (32) dovevano essere eguali a due a due , e di segno 
contrario , e perciò la detta equazione era abbassatole ad un grado sud- 
duplo ; in effetti , secondo la costruzione indicata nella nota a pagi- 

fi I.rrrnrnr he FotrncY — Lèrons de gravìétrie anahjtìquc, n.” 157. 

f) D' Andrea — T)-atlalo elementare d algebra-, a." 727. 
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na 228, se per avere il punto M bisogna aggiungere a la metà de la 
retta data la distanza Ac f/tg. 42),- e descrivere un arco col centro A e 
con un raggio eguale a la somma di queste due rette; a l’opposto, per 
avere il punto 3ÌT , il raggio- dev’ essere kr differenza tra le medesime 
rette : lo stesso dicasi per gli altri due punti- M'", M' r . 

Finalmente, prendendo per ignota fa distanza rO [fig. 42), si è avu- 
to un'equazione del secondo grado, e in questo caso pare che il problema 
non ammetta più quattro soluzioni ; ma cosi non è nel fatto , poiché, 
se si osserva che per la posizione simmetrica de fi; due rette MN, M’N' 
i loro punti medi c r c r si trovano su la medesima perpendicolare ere', 
si conchiude che il medesimo valore de l’ignota che determina il pun- 
to c per la prima retta, lo determina nel tempo stesso per la secon- 
da . ed altrettanto ancora avviene per le altre due soluzioni M"N" , 
In questo caso dunque l’ incognita non può avere che due va- 
lori essenzialmente distinti, I quali conducon a le quattro soluzioni 
del problema. 

Dal fin qui detto risulta , che dopo aver messo in equazione ut» 
problema geometrico , pnmdeudo- per incognita una de fe varie deter- 
minanti che possono risolverla, e conosciute le diverse soluzioni, si 
dovrà vedere se fra queste soluzioni vi sia qualche particolare relazio- 
ne , o pure se per un'altra determinante le soluzioni potessero dive- 
nire a due a due eguali e dì segno contrario, o pure inverse, o final- 
mente se una stessa determinante appartenga a due differenti soluzioni, 
ed in qualunque di questi casi si può esser certi che H problema am 
metta una seduzione geometrica più semplice di quella che può dare la 
equazione da principio trovata (se pure questa non goda essa stessa de 
la medesima proprietà'!,, e In più semplice tra tutte è queliti che sr ottiene 
prendendo per incognita la determinante comune a più determinazioni. 

280. l)a ultimo ò da notare die non sempre ci ò possibile lo scor- 
gere a priori le dipendenze tra le radici d’ un’equazione, o quali tras- 
formazioni converrebbe fare , perchè la proposta, se lo comportasse la 
quistione , si abbassasse di grado. Allora converrebbe, con mezzi tulli 
diretti cercare se sia possibile, e come si possa scomporla rn altre più 
semplici. E per dare ut» esempi» di tal metodo , lo applicheremo se- 
guendo il chiar. Prof. Paiui.a. , ad un’ equazione del quarto grado (*): 

(33) ar r -h«J?*-f-ò>c r -4-«-T-Ht=o , 

che supponiamo sr {tossa scomporre in* due fattori del secondo grado 

(36) xM-m'x+n =o. 

In tal caso il prodotto di questi fattori dovrà essere identico a la (33'; 

(’) PiDct.i — Raccolta di problemi di geometria risoluti colf asolisi al- 
gebrica ; pag. 187. 
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e però (*) eseguendo questo prodotto , e paragonando i coefficienti de te 
sue potenze con quelle de lo stesso grado de la y3o), avremo : 

(37) m-f-m— a, n-\-n'+vim'=J>, rmì’+nm'— c, nn'=d. 

Inoltre, pcrcliè la costruzione de la (3f>) potesse eseguirsi solo con rette 
e cerchio, secondo la regola del n." 236, è mestieri che i valori dei 
coefficienti m, n, m\ n', non contengano che radicali solamente qua- 
drati. Quindi se si faccia mm'=z, le (37), unitamente a quest’ ultima 
equazione , formeremo il seguente sistema : 

m-i -m'=a, n-\-n'=b — s, mn' +nm'—c, nn'=tf. 

La prima e I’ ultima c'indicano essere ni ed «' te radici de l'equazio- 
ne del secondo grado 

(38) h* — aA-f-z=o ; 

e la seconda e quarta ci mostrano parimente essere n ed n' le radici 
de I’ equazione 

(39) f_(6_ Z )k+d=p, 
laonde sarà : 



m=- 



a±v/a*— 4z 



m 



. aqr\/ a* — 4z 



(40) 



6— z±V(à— =)’— 4<f , b—z=n\/ (fc— *,*— W 

n= — , »'= * — , 

2 2 



avvertendo che si è messo il doppio segno , ma in ordine inverso nei 
due valori di m ed ni', e cosi pure in quelli di n ed n\ non sapen- 
do per ora quale de le due radici de la i38) rappresenti m o m', e 
quale de le due radici de la (39) rappresenti n o n\ 

Ponendo ora questi valori nella terza condizione »in'-t-rnn =* » 
s’ avrà da prima : «, 



(41) a(b — z) — y/ (a*— ^lz) [(b~z)‘—U]=^è, 

e quindi sviluppando e ordinando , s’ avrà la seguente equazione : 

(42) z* — 2àz*-)-(6 , +ac — 4d)z-+-c*+«*d — abc=o. 
t') D' A.sdkeì — Efcmenti d 'Algebra ; n.‘ 214, 2* tdiz. 
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la quale servirà a determinare z . che poi sostituita nelle (40) ci darà 
i v alori de' quattro coefficienti in, m', n, n'; e cosi resteranno comple- 
tamente determinati i due fattori ,35). 

Or, poiché i delti coefficienti devono dipendere da radicali sola- 
mente quadrati , è mestieri che anche di tal natura sieno i valori di Jf 
de la (42). Ma un'equazione non potendo contenere una radice de la 
forma p-\-\ q . senza ammetterne un'altra p — \' q , cosi la (42) deve 
necessariamente contenere almeno una radice razionale , la quale per 
conseguenza dee essere uno de’ fullori de 1' ultimo termine. Se dunque 
ciò avviene effettivamente, la indicata scomposizióne de l'equazione di 
4° grado nelle due di 2° potrà aver luogo , altrimenti no. 

Per conoscere ora qual sistema di segni converrà ritenere nell’ a- 
doperare le formule (40), s'osserverà che da la (41) si ha: 

(43) a{b — z) — 2c= \'u.'—\z ; 

donde si vede che se a(b — 3)>2c, il secondo membro di quest’equa- 
zione dovrà esser esclusivamente positivo , e perciò i due radicali che 
lo compongono deggiono essere de lo stesso segno ; e se a!b — :)<C'2c, 
i detti radicali van presi con sogno opposto ; nel primo caso dunque 
converrà prendere i valori di m, m\ n, »i\ come trovatisi scritti nelle 
(40), c nel secondo caso , si farà invece uso de le forinole seguenti : 

a±v/a* — 4 s ' ain.\‘ a" — 4z 

m = 

2 2 

6 — sqzy/(ò — z ' — 4 d , b — z±\J (b — z * — 4cf 

fi ■ " 1 " » 

2 2 




ricordandosi sempre però di prendere o i soli segni superiori, o i soU 
inferiori. 

Per altro, i fattori che si ottengono nel primo caso, non riescon 
diversi da quelli che si hanno nel secondo ; poiché il ritenere una vol- 
ta i soli segni superiori , ed un’ altra volta i soli inferiori , sì riduce a 
cambiare m cd n, in m‘ ed n\ Segue da ciò che avendosi per ogni 
valore di z una sola coppia di fattori, non v'ha, in generale, che tre 
diversi modi di scomporre in fattori di 2° grado un’ equazione del 4“ 
grado , il che d‘ altronde sì sapeva 

281. Applicando questo metodo a la (8), bisognerà ai coefficienti 
a, b, c, d sostituire rispettivamente 

— 2a, 2«* — m*, 2 am*, — o*m*; 
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c cosi la (42) per questo caso diverrà : 

s* — 2(2a* — m*)s*+(2a* — w*;*i-f-4o*H» r =o, 

e il solo fattore de l’ ultimo suo termine, che la soddisfaccia è — m*: 
c comecché, nel caso che consideriamo, a'b — :«2r, converrà far uso 
de le formole (43) che, dopo le sostituzioni , diverranno: 




e per conseguenza i due fattori del secondo grada , ne’ quali si scom- 
pone la (8), saranno : 

x* -j— ( y/ n*— f-m*- — (ijx — o(y/ m* — a ) ro , 

a?* — ( \J V 

che sono identici a le (21) c (22). 
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ALGORITMO DE' SEMMENTI. 



ARTICOLO I. 



Noziu.m pnu.i«ivini r ihfimzium. 



282. Il distintissimo geometra Steiner , in una sua opera immor- 
tale , modello il più squisito di Geometria pura (’) , considerando gii 
elementi geometrici essere il punto , la retta , il piano e lo spazio , 
pose le fondamenta de le sue dotte ricerche, immaginando depisterai 
di questi elementi , e ne formolo le definizioni sì per ciascun sistema 
in se stesso considerato , che per due o piii sistemi , in un certo modo, 
T un da I’ altro dipendenti. Altri dotti ancora , e tra questi precipua- 
mente i Sigg. Chasi.es, Bella vinse Grassviann, nello illustrare ed arric- 
chire la Geometria di loro nuoti e sublimi ritrovati, chi più chi meno 
ritennero quel concetto primitivo de lo Steiner (*') e con mezzi di ri- 
cerca cd algoritmi proprii a ciascuno , esposero le proprietà fondamen- 
tali de’ nominati sistemi , le quali hau poi formalo uno nuovo genere di 
speculare nelle verità geometriche , il quale è stato a segno tale fecon- 
do da far , nel breve corso di pochi anni , ricca la Geometria di ve- 
rità le più astruse , che , messe in confronto con quelle lasciateci dai 
primi Geometrici gTeci , fan queste parere un nonnulla. Il nominato 
libro del dotto professore di. Berlino, fa chiunque rimaner compreso 
de la più alta meraviglia , come da semplici considerazioni intorno a 
sistemi di punii, di rette e di piani, abbia potuto trarne, con la più 
severa deduzion logica , verità cosi recondite cd astruse relativamente 
a le forme de lo spazio. 

Ora noi , volendo qui porre le prime nozioni di questo nuovo mc- 



(■) Syttemat isrke Enlwiekelung der .4 bhàngigkeit geomctrischer GeslaUen 
ron einander ec. ; png. T. 

(“I Son pregati i dotti di qualunqne nazione essi si fossero , c clic con i loro 
profondi studii bau tanto contribuito a l’avanzamento de la scienza geometrica, a 
volerci condonare se in qualche punto storico, per avventura, falliamo. I.a colpa 
non è nostra ; è una Storia de le Matematiche quella che manca. 

Dopo il significante lavoro del celebre Montccla, lavoro che comprende le 
scoverlp di tanti secoli , siamo rimasti nelle tenebre per quelle ulteriormente av- 
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todo (se rosi dir si voglia), terrem d’ appresso, quanto a Io studio de 
le proprietà a quei sistemi relative , a La non men pregiata opera del 
Sig. Chaslf.s (’), il quale, per vero dire, ha in questo suo dotto lavoro, 
deviato alquanto da la Geometria pura , associando al concetto geome- 
trico puro I* idea d’ un algoritmo algebrico. 

283. Pertanto , comiuceremo dal porre qui riuuile talune defini- 
zioni principali. 



DeFINIZIONT. 



I. — Se da uno stesso punto si dipartano , in diverse direzioni quan- 
te si veglimi rette , il loro aggregalo si dirà fascio ih rette, il quale 
sarà particolarmente fascio pia.no , o scmplicemeute fascio o- anche 
steli. a (**) denorriiiato, se tutte le rette sono in un piano ; e sarà in ve- 
ce fascio solido, o più semplicemente pennello , qualora le rette che 
lo compongono sono in piani diversi. Ciascuna retta prenderà, talvolta 
H nome di raggio , e il punto donde tutte partono si chiamerà CE.vrno 
del fascio. 

II. — Se per una medesima retta si faccfan passare quanti si vogliali 
piani, il loro aggregato si dirà fascio di piani e quella retta si dirà 
asse del fascio. 

ili. — Due punti di due rette (uno rii una e f altro neir altra), o 
due raggi di due fasci ; o due piani di due fasci di piani ; o un pun- 
to d' una retta e un raggio o un piano d'un fascio ; o in fine un rag- 
gio d' un fascio di retie ed un piano d’ un fascio di piani, si diranno 
tra loro corrispondenti , quando un ponto d'nna de le due rette non 
può star senza die ve ne sia un altro su l'altra; o pure un raggio in 
uno de’ fasci rettilinei senza che nel tempo stesso ve n’ abbia un altro 
nell’altro fascio, e cosi appresso. 

IV. — Se una retta (R) è divisa in più ponti A, B, C, ec- e se un 
faseio (F) è composto di parecchi raggi a, b, c, ec. talmente che a 
ciascuno de’ punti de la retta, e sia A, corrisponda uno di questi rag- 
gi , e sia a, le due figure (R; ed (F) (o meglio i due sistemi , il pre- 



venute in quasi meno (T un secolo , e tanto piò, perchè cotesto breve periodo se 
non supera in numero di scoverte il precedente, nè pur# gli è iuferiore. Or, chi 
sa quando un benefìro dotto si troverà die possa esaudire i voti di tanti altri ! E 
particolarmente de gl’ Ila baili , le cui opere, può leu dirsi, nou esser lette; st 
che spesso interviene die de le verità , già «cove ile da un doli# d’ Italia , vie# 
quindi , non diciamo già riprodotte , ma presentate per nuove da dotti di alUe 
nazioni. E bene qui potremmo addurne de gli esempli in pruova , se un cerio (ma 
pur male inteso) rispetto non et ’l vietasse. 

O Traile de geometrie supérieure. 

\*‘) Btitamis — lesioni di geometria descrittiva ; pag. 78. 
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mo di punti e il secondo di rette) si diranno tra loro rnoiEmvK, ri* 
spello a quei mi ceni di punii e di rette. In generale lutti i punti A, 
B, C, ec. sono corrispondenti di tutti i raggi a, b, c, ec.; ma in par- 
ticolare (A, a); (B, bj; (G, c), ec. sono elementi corrispondenti ed omo- 
i.oghi. Rispetto a l’ intero sistema (R) ed (F) le rette a, b, c, ec. sì 
chiamano raggi pitoiErrtvi , e il centro del fascio s' addimanda centro 

DI PROIEZIONE. 

V. — Se una retta ed un fascio proiettivi sono talmente situali cho 
ciascun raggio del fascio , come a, passi pel corrispondente punto A 
de la retta, allora queste due figure, già proiettive (defi. preced.) si 
diranno con particolarità prospettive. SI che una retta ed un fascio 
prospettivi sono pure proiettivi; ma una retta ed un fascio proiettivi 
possono non essere prospettivi, e quando no 'I sono, si diranno essere 
proiettivi in posizione obbliqua. 

VI. — Due rette (R), (R'; che sono proiettive con uno stesso fascio 
(F> sono proiettive tra loro , in guisa che se a, b, c, cc. sono i raggi 
del fascio ; A, B, C, ec. i punti ( orrispondenti de la prima retta; A', 
B\ C', ec. quelli de la seconda , allora le due rette (R), ^R'), rispet- 
to a questi sistemi di punti, sono proiettive tra loro, e i punti A, 

B, C, ec. sono corrispondenti di A', B\ C\ ec. , e piti specialmente 
(A, A'); (B, B'); (C, C'j, ec. sono a due a due corrispondenti omolo- 
ghi. Indipendentemente dal fascio con cui sono entrambe proiettive le 
due rette, queste le direm sempre tra loro proiettive, quando vi esi- 
stono in esse i due sistemi di punti corrispondenti (A, B, C, ec.) (A’, 
B', C', ec.). In egual modo se le due rette sono prospettive ciascuna 
con uno stesso fascio , sono pure prospettive tra loro. In questo caso 
il raggio a , per esempio , del fascio ^FJ passa ad un tempo pei due 
punti corrispondenti A, A'. 

VII. — Due fasci (F), (F'), ciascuno de - quali è proiettivo con una 
medesima retta (R), sono ancora proiettivi tra loro; cosi che se A, B, 

C, ec. sono i punti de la retta ; a, b, c, ec. i raggi corrispondenti del 
primo lascio , ed a', b', e\ ec. quelli del secondo , i due fasci i Fj , 
(F') sono proiettivi rispetto a questi due sistemi di ratjgi corrispondenti 
(a, b, c, ec.); (a', b', c\ ec.), e pili spezialmente sono raggi corrispon- 
denti omologhi (a, a'), (b, b'), (c, c/j, cc. Indipendentemente da la retta 
(R j i due fasci (F), (F') si diranno pure proiettivi , quando i dut si- 
stemi di raggi (a, b, c, ec.), (a', b', c', ec.) di che son composti , si 
corrispondono. In simil guisa se ciascuno de' fasci (F), (F') è prospet- 
tivo con la retta (R), quei fasci saran pure prospettivi tra loro. In 
questo caso i raggi corrispondenti a, a' passeranno entrambi per lo stes- 
so punto corrispondente A. 

Vili. — Se uii fascio di piani ( F ) ed una retta (R) sono tali, cho 
ad ogni punto a, b, c, ec. di questa, corrisponda un piano A, B, C, ec. 
di quello , queste due ligure, sispctto a quei sistemi di punti e di piani 
saranno proiettive. E similmente se a ciascuno raggio a, b, c, ec. d’un 
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fascio (F) corrisponda un piano A, II, C, ec. del fascio (F), questi due 
fasci saranno Ira loro proicllhi , rispetto a quei sistemi di raggi a, 

b, c, ec.) e di piani (A, II, C, ec.). Che se i piani A, II, C, ec. passano 
pe’ corrispondenti punti A, B, C, ec., o pe* corrispondenti raggi a. li, 

c, ec. , il fascio (F), e la retta II) nel primo caso , o i due fasci F ) 
(F), nel secondo, saranno proiettivi e prospettivi. 

284. La denominazione dirette, di fasci, ec. prospettivi, o pro- 
iettivi . non è senza una origine primitiva. 

Sicno (fiij. 43) p, p', p", p w , ec. diversi punti, comunque posti nello 
spazio. Sia () un punto fisso e PQ un piano di posizione fissa, ma ar- 
bitraria. Si congiunga O con p, p', p", p w , ec. e le congiungenti incon- 
trino il piano PQ rispettivamente in q, q', q", q"', ec. Rispetto ad un 
occhio , che da O guardasse i punti p, p', p*, p w , ec. quelli q, q', q’, 
q*\ ec. si dicono rispettivamente le prospettive de’ primi, sul piano ì*t}, 
detto , per conseguenza , piano della prospettiva. Ed in generale il si- 
stema (q, q', q", »| w , ec.) esistente nel piano si dice esser la prospettiva 
del sistema (p, p', p", p w , ec.). I punti de 1’ un sistema sono i corri- 
spondenti de feltro, e sono corrispondenti omologhi (p, q), (p', q'), ec. 
Le rette Op, Op', Op*, Op"\ ec. formano un pennello prospettivo dei 
punti p, p\ p", p*, ec. li sistema di rette corrisponde al sistema di 
questi paoli e de’ loro prospettivi q, q', q*, q", ec. 

283. Se i punti dati nello spazio sono in una retta (R), come A, 
R, C, I), ec. la loro prospettiva A', B', C', D', ec. sarà pure una retta, 
perchè i raggi OA, OB, OC, OD, ec. sono in uno stesso piano che 
taglia il piano prospettivo PQ secondo una retta. I detti raggi costi- 
tuiscono un fascio piano che si chiama il fascio prospettivo del sistema 
di punti (A, B, C, D, ec.) e del suo prospettivo (A', B\ C', D\ cc.). 
Siccome la posizione del piano prospettivo PQ è arbitraria , avvicinan- 
dolo ad 0 o pure allontauandoneio , e facendo rimaner fissi i punti A 
B, C, D, ec. si avranno altre rette che taglieranno, come la (R'J il 
medesimo fascio , e queste rette , rispetto ai loro punti d‘ incontro coi 
raggi del fascio , sono tutte prospettive , perchè quei punti sono sem- 
pre la prospettiva de’ punti dati A, R, C, 1), ec. rispetto al punto 0, 
centro del fascio. Gli stessi punti A, B, C, I), ec. sono prospettivi di 
loro medesimi , quando il piano de la prospettiva passa per la retti 
che li contiene. E perchè due rette, rispetto a due sistemi di puie 
ti, l’uno nell’ una, l’altro nell’altra, sicno prospettive, debbono aver 
la proprietà di potersi adattare in un medesimo fascio (defi. VI.). 

286. Inoltre da la stessa definizione data qui sopra , risulta che, 
tutti i punti del raggio prospettivo OA , per esempio , hanno la stesa 
prospettiva A' nel medesimo piano de la prospettiva PQ. Come pure 
lo stesso punto A' ( fig . 44) prospettiva del punto A, rispetto ad un 
occhio messo in 0, può esser prospettiva ancora d’ un altro punto A,, 
rispetto ad un occhio messo in un nuovo punto di veduta O'. Cosi la 
retta (R') è prospettiva di (R) rispetto ai sistemi di punti (A, B, C, D, 
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cc.). (A 1 , B', c', I),' OC.); 0 lo è di (R,), rispetto ai sistemi (A,, B If 
C,, D, , ec.); (A', B\ C', D', ec.); nè por questo le due rotte (Rj, (R,) 
sono, in generale, prospettive tra loro, perché non appartengono ad 
un medesimo fascio; sono in vece prospettivi i due fasci (O A', II'...), 
(O' A 1 , B', ec.) per essere prospettivi entrambi de la retta (R'j , ri- 
spetto ai punti A', B', C\ D\ ee. (defi. MI). 

287. Pertanto a la stessa guisa che tutte le rette trasversali d’un 
medesimo fascio sono con questo e tra loro prospettive , rispetto ai 
punti d’ intersezione coi raggi del fascio ; così tulli i fasci i cui raggi 
passano per gli stessi punti d’ una rotta , sono con questa e Ira loro 
prospettivi , rispetto ni raggi che passano per quei punti. 

288. Se pel punto di veduta O ‘fitj. -43; si conduca comunque una 

retta LL', e per questa c per ciascuna de’ punti p, p', p*. p"', cc. si 
menino rispettivamente i piani LM , I.M', LM’, ec., ciascuno di 

questi piani si dice piano prospettivo di ciascuno di quei punti : cosi 
LM è il piano prospettivo di p. LAI’ ili p\ ec. Tutti questi fasci co- 
stituiscono un fascio di piani , il cui asse è LI.'. Se i punti sono in 
una retta come A, B, C, 1), ec., e i piani LM. LM', ec. del fascio 
passano rispettivamente per questi punti A, B, ec. essi sono piospet- 
tivi de la retta (R), rispetto ai medesimi sistemi di punti e di piani. 

Inoltre i raggi OA, OB, OC, OD, cc. che sono ciascuno in ciascuno 

de’ detti piani, costituiscono un fascio di rette, il quale è prospettivo 

de la retta (R) come innanzi è detto, e forma col fascio di piani un 

sistema prospettivo rispetto ai sistemi di raggi (OA, OB, OC, 01), ec.) 
c di piani (LL'A, LI.'B, LL'C, LL'D, ec.). Ogni trasversale d' un fa- 
scio di piani forma un sistema prospettivo , rispetto ai punti d’ inter- 
sezione coi piani, c lispetto a questi piani medesimi; ma due tras- 
versali d’un medesimo fascio di piani non saranno tra loro prospettive, 
rispetto ai loro punti d’ intersezione coi piani , tinche non appartengo- 
no ad un medesimo fascio di rette. 

289. Da ciò segue clic tagliando un fascio di piani con due pia- 
ni diversi, si otterranno due fasci di rette prospettivi tra loro; impe- 
rocché i due piani seganti si tagliano secondo una medesima retta , 
trasversale del fascio de’ piani e de’ fasci di rette : or ciascuno di que 
sti fasci (n.° pree.) è prospettivo con cotesta trasversale. 

290. Se.vime.vti prospettivi sono quelli che appartengono a rette 
prospettive , e per conseguenza esistenti in un medesimo fascio , e so- 
no compresi tsa punti prospettivi corrispondenti. 

Se ora due figure prospettive , secondo le definizioni in questi nu- 
meri stabilite, si trasportino da la loro posizione prospettiva in un’al- 
tra non più tale , ma in guisa che In posizione rispettiva de’ rispettivi 
punti o rette o piani si mantenga la stessa, le due figure nella nuova 
posizione , che si dice obbiiqua , sou due figure proiettive. 

in generale due sistemi (di punii in linea retta ; o di rette con- 
correnti in un punto, sia pure a l’ infinito ; odi piani che passano per 
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una medesima, posta pur se occorra a l’ infinito) sono proiettivi, quam 
do ad un elemento de /' un sistema corrisponda un elemento de l'altro. 

291. Poste le precedenti definizioni, passiamo ora ad esporre ta- 
lune nozioni elementari de l'algoritmo di che parleremo in questo ca- 
po , e clic vorranno ancora per quei rlie seguono. 

Abbiamo innanzi veduto come un sol simbolo algebrico possa rap- 
presentare una distanza o pure un angolo , completamente determinati 
nella loro grandezza c posizione: in questo caso non v'ha bisogno die 
d' una sola lettera , preceduta da conveniente segno. Ma trattandosi di 
distanza fra due punti o vero d'un semmenlo rettilìneo si può, invece, 
far uso di due lettere , le quali diversamente disposte escludono l’ uso 
de’ segni nccessarii a rappresentare una posizione o la contraria. Po- 
niamo in effetti clic su la retta indefinita XX' (fig. 45) sien presi due 
punti A, B, dovunque si voglia : la distanza tra questi punti avrà sem- 
pre lo stesso valore , qualunque sia 1’ ordine con che si vogliano conse- 
cutivamente scrivere le due lettere , indicanti quei punti ; ma se si pone 
clic scritte in un dato online avessero ad indicare la direzione con che 
da un estremo si va a l'altro, allora scritte in ordine contrario indi- 
cheranno pure direzione contraria : così AB e BA dinotano due distanze 
eguali e contrarie , in guisa che 

(1) AB= — BA , o pure AB-t-BA=o. 

Similmente sia C un terzo punto preso su la medesima retta e conse- 
cutivo ai due primi A e B, e sarà : 

ÀB-f-BC=AC=— CA, 

o vero 

(2) AB+BC-t-CA=o. 

Cotesta formola è vera non solo nella messa ipotesi , ma in qua- 
lunque altra posizione del punto C rispetto ad A e B, purché nel pren- 
der questi punti la loro successione sia nell’ordine A, B, C. E per 
vero il punto C può trovarsi a dritta di B, come si é supposto , o tra 
A e B, o filialmente a sinistra di A : nel secondo caso la successione 
de’ punti (cominciando sempre da sinistra e andando a dritta) sarà A, 
C, B, la quale non differisce da la primitiva A, B, C se non perchè 
il punto B si è mutato in C e per contro : or , questa permutazione 
eseguita su la (2) , tenendo presente la formola fondamentale (1), non 
1’ altera. Altrettanto ha luogo per la terza permutazione C, A, B. Per- 
tanto si può stabilire il seguente 

Canone. — Dati tre punti per dritto, la somma de' tre semmenti con- 
secutivi , da essi determinati , sarà sempre nulla, con qualunque ordine 
quei punti si voglian prendere. 
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292. Messo ciò, poniamo die s'abbiano, in generale, m — 1 punti 

A,, A,, A, . . . A m _, posti per dritto, e rispetto u questi punti sia 
verificata la condizione ^ 

A, A a --t— A fl Aj | . • _ t~A m _ t A m , | A m _,A| — o. 

Prendasi quindi un altro punto A m : fra i tre punti A,, A m _,, AJ 
avrà luogo , pel canone precedente , la relazione semmenlaria 

A , A m — | | A m — , A m j A m A,=o , 

e addizionando queste due eguaglianze, e osservando che, per la fora 
mola (1) A,A m _,-f-A m _,A 1 =o , s’avrà: 

(3) A,A.-|-A u A J -f- . . . +\ m _ I \ m -+-A m A l =z=o. 

Laonde se Ira m — 1 punti , messi per dritto , ha luogo una relazione 
semmentaria , analoga a la espressa nel canone precedente , essa avrà 
pur luogo per un altro punto di più , e però si può stabilire il 
Teorema I. — Se abbiami m punii A t , A, , A,. . . A m , sopra una 
stessa retta , con qualunque ordine questi punti si prendano , sarà sem- 
pre la somma de’ semmeuti sussecutivi eguale a zero. 

293. 1.” Se O ed O' dinotano due punti fissi, ma presi ad arbitrio 
sopra una stessa retta , ed M un punto variabile , avremo , secondo il 
teorema precedente : 

OM-hMO'+0'0=o, o vero (4) OM=— MO'— 0'0=0'M— 0 0. 

Mercè questa formola il punto M. riferito primitivamente al punto 0, 
si può riferirlo a un secondo punto O', dato di posizione rispetto al 
primo. 

2.° Siono M ed N due punti qualunque riferiti a uno stesso punto 0, 
origine de’ semmenti, e sarà: 

OM+MN4-N0=o, c quindi MN= — OM — NO=ON — OM. 

Dunque la differenza fra due semmenti ON, 0.11, riferiti a una 
stessa origine, è uguale a la distanza AfiV, sien qualunque la grandezza 
e le direzioni de' due semmenti ; e reciprocamente la distanza MN si e- 
sprime con la differenza ON — OM, fra le distanze de' punti N ed M da 
un origine comune O. 

294. Per un’ immediata applicazione de la precedente segnatura 
dimostreremo, con la scorta de lo stesso prof. Cuasles, i due teoremi 
che seguono. 

17 
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Teorema II. — Situo A, A' due punii dall, lì U loro punto di mes- 
so ed AI un qualunque punto preso su la medesima retta ; sarà; 

MA+MA' — • ■ — * 

(5) MB— — — , cd MA.MA'=MB — BA . 

In effetti , in virtù del teorema precedente si ha, fra i tre punti 
M, li, A, la relazione M lH-BA-j-AM=o , donde , col tener presente 
che AM= — MA, si trac : 



MA^MB-t-BA. 

Similmente coi tre punti M, B, A' si forma 1’ altra relazione 

MA’=MBh-BA'. 

Quindi addizionando queste due relazioni c osservando che BÀ=t 
— BA', si avrà per risultameuto la prima (5i). Moltiplicando invece le 
dette relazioni , e nel risultameuto ponendo — BA in luogo di BA’, 
s’ otterrà la seconda. 

Teorema 111. — Dati sopra una stessa retta due semmenli A t A, , B 1 B t 
e i loro punti di mezzo C e D, sarà ; 

(Gl À,B,-j-A,B, A.B^-f-A.B, A,B,-^B,A, 

U 2 2 B= 2 ' 



Prendasi su la stessa retta un qualunque punto M, c, pel teore- 
ma precedente , s’ avrà : 



mc= 



MA.-+-MA, 



MD= 



MB.+MB, 



■quindi sottraendo la prima da la seconda, e osservando che (293, 2.”) 
AID — MC=CD, s’otterrà: 



C D _ MB.+MB,— MA— MA, 
2 



ma (293,2.°) MB, — MA I =A,B I , MB, — MA,=A,B, , quindi 



CD= 



A I B l -f-A,B, 



o pure, cambiando B, in B, e al contrario, e osservando ancora che 
A,B,= — B,A, , sarà : 

A,B,+A,B, A,B, — B,A, 

~ 2 ~ 2 
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295. Passiamo ora dai semmcnli a gli angoli , e sicno OA, OB 
(fig. 46) due rette die s‘ incontrano in O. L’ angolo di queste retta 
avrà sempre lo stesso valore , sia che Io si dinoti con AOB o con BOA. 
Or, se, come ne’ semmenti contati sopra una medesima retta, s’ am- 
mette un'origine comune ancora negli angoli, questa origine sarà uno 
de’ due lati che forman l' angolo ; e se , venendo al concreto , si am- 
mette che la retta OA sia l’ indicata origine, allora l’angolo verrà di- 
notato da AOB o semplicemente da (a, b), chiamando a, b, i due lati 
OA, OB. Nel tempo stesso sarà (b, a)=— (a, b). 

Facendo uso de le linee trigonometriche per rappresentar gli an- 
goli , esse saran precedute dal seguo o — , secondo il valore di quegli 
nugoli , e secondo la primitiva ipotesi su la rotazione de la retta che 
Torma angolo con quella presa per origine. Cosi, secondo l' ipotesi am- 
messa , sarà (15,35): senili, a)=" — senta, b), cos(b, a)=cos(a, b), e (4,31) 

sen[180°-|-{a, b)J=sen(a, b), cos[l80°-f-(a, b)]=— *cos(a, b), ec. ' 

ARTICOLO II. 



Rapporto inarmonico di ituaTTRo resti.— Rapporto inarmonico di coattivo rette.-* 
Rapporto inarmonico di coattro piami. 



296. Definizione. — Chiamasi secondo il prof. Cif asi.es (*) rap- 
porto anarmonico un rapporto fra due rapporti, che dai prof.' Mìmica 
e Steiner fu detto doppio rapporto (**). 

Sieno A, B, C, D quattro punti in linea retta; questi punti com- 
binali a due a due dàn luogo a sei semmenti veramente distinti , c 
disposti a due a due dàn luogo a dodici semmenti , che si trovano a 
due a due di segno contrario , cerne qui appresso i 

AB, AC, AD, BC, BD, CD, 

BA, CA, DA, CB, DB, DC. 

Se , per formare un rapporto anarmonico , si prendessero quattro 
qualunque di questi 12 semmenti, zi avrebbero dei rapporti ripetuti; 
ma ponendo una condizione sul modo di prendere i semmenti, allora 
il numero de' delti rapporti è limitato e ristretto. La condizione che 
regola la scelta de’ semmenii consiste nel prenderne due , aventi uno 

(*) Traiti de giorni! rie svpirievre. 

(“) MOrics — Der harijrcntriclie Caletti , ec.; pag. 2il; 

Steiner — Sijstfmatischc Entv'iekclwtg der Abhiitujigkeit gcometrischer 
Cestititeli vitti eitiander, ec.; pag. 7. 



Djgitìzed by Google 



2U ALGORITMI DIVERSI 

stesso estromo, e formarne un primo rapporto, poi prendere due altri 
Rammenti , diversi dai primi per l’estremo comune e formare un se- 
condo rapporto ; con questi due rapporti si formi il rapporto enarmo- 
nico. Cosi operando si hanno i tre rapporti anarmonici, essenzialmente 
distinti : 



AC BC AD CD AB DB . 

' 1 AD ' BD ’ AB ' CB ’ AC ‘ DC ’ 

c i tre inversi 

AD . BD AB . CB AC t DC - 

AC" " BC" ’ AD ’ CD ’ AB ’ DB ’ 

i quali sono compresi ne’ precedenti (1), che comprendono ancora tutti 
gli altri che si posson formare > seguendo la soprascritta legge. Cosi, 
i tre rapporti 

CA DA CA BA CB AB 

• • • ______ • • __ 

CBj ’ DB ’ CD ' BD ’ CD~ AD ’ 

sono ad evidenza contenuti negli (11, quando si tenga conto de’ segni 
(n.® 291). 

297. In ordine ai soprascritti rapporti (1) couvien notare che cia- 
scuno di essi può risultare positivo o negativo , secondo che i due rap- 
porti che lo compongono risultano de lo stesso segno o di segno con- 
trario : or, uno di quei rapporti sarà positivo o negativo, secondo che 
i due semmenti di che esso ò composto , vanno per lo stesso verso o 
in verso contrario (n.° 291). 

1 due punti che si scelgono da principio per formare , con le lo- 
ro distanze ai due rimanenti , i rapporti del rapporto ^inarmonico , si 
dicono coniugali. Cosi nel primo rapporto (,1) i punti coniugati sono 
A e B, nel secondo sono A e C, e nel terzo sono A e D. 

Inoltre fra quei tre rapporti vi è la relazione espressa ne! seguente 
Teorema. — Dato uno qualunque de' ire rapporti anarmonici di quat- 
tro punti (’) sono dati ancora i rimanenti due. 

Poniamo , in fatto , 

( ’ AD * BD X ’ AB * CB~^’ AC ’ DC 2 ' 

Fra i tre punti A, B, C e fra gli altri tre B, C, D bau luogo le rc- 

(*) Solo per brevità si dire rapporto anarmonieo di quattro punti , porcile 
col fallo il rapporto anarmoniro è quello de’scmmcuti da essi punii determinati. 
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tazioni semmcntaric seguenti (n.° 291) : 

AB-j"BG-f"CA = a , BC-|-CD-|-DB=o , 

e quindi, trasponendo e avendo considerazione ai segni ('291) s'avrà» 

AC=AB-+-BC, BD=BC-t-CD. 



Or , moltiplicando queste uguaglianze , si ha : 

ACxBD=AB- 4 -BC 4 -€DBC-|-ABxCD ; 
ma (3,292) AB+-BC-+-CD=AD, quindi 

(3) acxbd=adxbc+abxcd. 

Dividendo in fine tutta l’ eguaglianza per ADXBC, e cambiando il so 
gnu -del termine ove si cambia BC in CB, otterremo : 



ACXBD _ l ABXCD 
ADXBC ~ ADXCB K 



• sia , secondo lo abbreviazioni (2) 



(*) 



.T=:l , 

V 



0 pure (5) y=: 



1 — x 



Dividendo invece la (3) per ACXBD o per ABXCD, e tenendo 
conto de’ segui , troveremo : 

< 6 > *=T^- ™ 



Pertanto le formolo (5), (6), (7) dimostrano l’ enunziato teorema. 
298. Ecco ora i corollarii che da esso si traggono. 

A. 0 Essendo 



asx=l 




f— y 
y ’ 



se quest’ equazione la si moltiplichi per la (7), ottiensi 

**= , e quindi xyz = — 1, 

V: 

dunque 

Corollario . 1. — Il prodotto de’ tre rapporti anarmonìci di quattro» 
punti è sempre negativo , e però uno di mi rapporti do v’ essere aeeeir- 
sariamenle negativo*. 
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2. ° Sia y il rapporto negativo. Secondo questa ipotesi le (4) e (7) 
duran valori positivi per x e z, dunque 

Corollario li. — De' tre rapporti anarmoniei di quattro punti , uno 
è negativo e gli altri due sono positivi. 

3. ° Mojtipliwndq tra loro le tre equazioni (!i), (0) e (7) risulta 









1 

(1— y/A—z) 



u 



JE poiché uno de* tre rapporti x, y, z è negativo , cosi risulta 

Corollario 1II.« De tre rapporti anarmoniei di quattro punti, i dite 
positivi sono sempre e tu rombi maggiori de l' unità , e U terzo negativo è 
minore o pure maggiore de la stessa unità , 

4." Sicno ai , y’, z' i valori analoghi ad x, y, z, e che si riferiscono 
3 quattro nuovi punti A', B', C', IV, proiettivi co’ primi. Avremo pure; 




X— x" 



5 3=C- 




e quindi paragonando queste formolo con le precedenti (5), (8) e (?)„ 
si vede che se a=s\ è pure Jf=y\ x==x l . E però 

Corollario IV. Se in due sistemi protettivi, ciascuno i di quattro 
yunti, un rapporto anarmonico del primo eguaglia un rapporto anar- 
j nouico del seco mio , anche i due rimanenti rapporti anarmoniei del prb 
ino sono rispettivamente eguali ai due rimanenti del secondo , 

5.° Or , supposto che sia : 



:{8) 

torà puro; 

P) 



l\0) 



IH) 



AC 


. BC A'C' 


. B'C* 


AB 


• BO~ 


~A'D' 


' BD' 


AC , 


BC _ 


B'D' 


. A'D* 


AI) 


' BI) = 


~ B'C' 


’ A'C' 


AC , 


. BC _ 


C'A' 


. D'À' 


AD 


BD~ 


C'B' 


* D'B' 


AC , 


BC_ 


D‘B’ 


C'B' 

n 


AI) 


‘ BD 


DA* 


’ C'A' 



Ma secondo la (8) i punti corrispondenti di A, B, C, I) sono A', B\ 
C', I)' ; seconda la (9) ai punti A , B » C , D corrispondono i punti 
II', A', D', C' ; secondo la (10) a gli stessi punti A,B, C, D corispon- 
dono C', !>', A', B': e finalmente secondo la (U) ai medesimi punti 
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A, B, C, D corrispondon* i quattro D\ C', B', A', Dunque 

Corollario V.—- Se due sistemi di quadro punti proiettivi , hanno ì 
toro rapporti anarmonir.i eguali, la corrispondenza ile punti di due si- 
stemi puù stabilirsi in tre altri modi ancora , conservandosi sempre l e- 
(juaglianza de’ rapporti (inarmonici. 

6*“ Se nella (ij si sostituiscano- le- espressioni (2), s’ avrà L 

AC. BD AB.CD . 

-f-l=o.» 

AD. BC AD.CB 



e poiché BC= — CB e BD= — DB; sarà successivamente r 



AC. DB 



AD.CB 

( 12 ) 



AB.CD 

AD.CB 



■l=o* 



— AC.DB — AB.CD4-AD.CB=o* 



AD-CD4-AC,DB4-AP.BC=o; 



bionde 

Corollario Vl.-r- Se quattro punti A, B, G, D sono- in linea retta, 
tra i sei semmenti determinali da questi punti ha luogo la relazione (9J , 
lenendo conto de' segni de' semmeiUi [*). 

Scolio. - nr 11 modo di formare quell' equazione ò semplicissimo. Posto, 
da banda il primo punto. A, si formi coi rimanenti la relazione semmen- 
taria BC4-€D4-DB=o , indi si moltiplichino i Ire termini del primo, 
ipcmbro-, rispettivamente per AD, AB, AC. 

7.° Sia y= — 1, c sarà per le (!) e (7),x=2, s=j . Nel tempo stes- 
so la seconda delle forinole (2) dà 



AD CD . AD . CD 

: - — =s*r— 1 , », vero-, > : — -=t» 

AB CB AB BC 



e quindi si ha- la proporzione- A'P : AB: :CD : BC , In quale indica che- 
i. quattro punti A, B, C, D sono armonici (n.° 2til). Dunque 

Corollario VII. — Se de' tre rapporti anarmonid di quattro punti 
uno qualsifsi è uguale a — ■!, gli altri due sono rispettivamente eguali a. 

2 e ad —■ , e i, quattro punii sono armonici» 

29fo Scolio.— Da cotesto corollario-, e tenendo presenti gli altri, 
due rapporti, anarmonici (2), nel caso- contemplato nel precedente co- 
rollario consegue che per esprimere quattro punti A, B, C. 1) sono ar- 
monici , si può follo per mezzo, di una. qualunque de. le Uè forinole 
seguenti 

(13). — ; AC-BD=2AD.I)C ; AG,DB=2AJLDéL. 

h AB BC. 



{() : supericure ; u«T Zi\- 
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300. Da ultimo è da notare come 1’ equazione (12) conduca ad 
una formula , mercè la quale il r apporlo de le disianze d' un punto M 
a due punti fissi A', B' possa esprimersi in funzione del rapporto de le 
distanze di detto punto M a due altri punti A, B. 

In effetti tra i quattro punti A, B, A', M la relazione analoga a 
la (12) è 

AB.À'M+AA'.MB4-AM.BA'=o , 
e quella fra i quattro punti A', B, B', M è 

A'B.B'M-|-A'B'.MB-|-A'M.BB — e , 



c da queste relazioni si ricava ; 



(14) 

(15) 



AM AA‘ AB A'M 

BM _ BA' + UT ' BM * 
BM _ BB' A'B B M _ 
A'M - A'B' + A'B' ‘ A'M ’ 



c finalmente ponendo nella prima di queste equazioni il valore di — 



tratto da la seconda , ottiensi : 

AM _ AA' 
BM — BA' 




AB 

A'B 

BB' , A'B ìm’ 
AA'+A'B' ’ A'M 



301; Giova pur notare come il rapporto anarmonico di quattro punti 
può prendere forme più semplici di quella innanzi segnata (8), dipen- 
dentemente da la posizione di uno de' quattro punti dati A, B, C, D. 

AC BC 

Sia , in effetti , il rapporto — : — . Se si suppone il punto D cadere 

AD BD 

in mezzo ai due coniugati A e B, allora risultando AD= — BD, il pre- 

AC 

cedente rapporto diviene più semplicemente — — . Se poi il punto B ca- 
de a l’infinito, allora i due semmenti BC, BD saranno infiniti, e, 
come tali , debbonsi considerare uguali , perchè la loro differenza CD, 

come quantità finita, è trascurabile rispetto ad essi; quindi ~=1, c perciò 

1® AC 

il soprascritto rapporto anarmonico riducesi a la forma più semplice — 



302. Dopo il precedente esposto, egli è facile risolvere il seguente 
I'kobuìma. — Dato il rapporto anarmonico di quattro punti, e tre di 
essi , ligure il quarto. 
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Soluzione . — Sieno A, C, D [fig. 47) i punii dati , B l'incognito, 
e sia dato il rapporto anarinonico 

A C . BC 

AD ’ BI) 



essendo ì una quantità positiva q negativa. 

Si meni per A una retta comunque inclinata a la AC, e si pren- 
dano su di essa , a partire dal punto A , i due semmenti A A', A A', 
che sieno tra loro nel dato rapporto X ; con C avvertenza di prendere 
i detti semmenti entrambi nel medesimo senso o pure in senso con- 
trario , secondo che 1 è positivo o negativo. Indi si congiunga A' eoo 
C ed A* con 1), c Analmente dal punto B', incontra de le due rette 
A'C, A"D, si conduca B‘B parallela ad A'A": sarà B il punto richiesto. 

Imperocché, per la simiglianza de' triangoli ACA\ BCB‘, non che 
per 1* ultra de' due triangoli ADA', BDB', si hanno le due uguagliai!» 



AC AA' AD AA* 

BC JJB'’ BD — BB' 



, u .. . , AC BC AA' 

le quali divise danna, — : — = — -=>; 
H AD BD AA" 



laonde Bèi! punto dimandato. 

È da notare come la medesima costruzione valga ancora a determi- 
nare l’uno de’ due punti C e D; imperocché se vogliasi il punto D, allo- 
ra, segnate le A'A", A'C, come innanzi , si tiri inoltre BB' parallela ad 
A'A" e si congiunga la A"B', che taglierà la AC nel dimandalo punto 
D. E quando il punto ignoto fosse C, si tirino le due rette A'A", e 
BB', come sopra ; indi si congiunga A"D che si prolunghi Ano ad in- 
contrare in B' la BB', e per A' e B' si conduca la retta A'B‘, eho 
prolungata andrà a determinare il punto C. 

Da ultimo quando sien dati B, C, D e si voglia determinare A , 
si osserverà che il dato rapporto può essere scritto ancora nel modo 

seguente, — : e la costruzione sarà la medesima de la prece- 

liC AG 

dente, purché ora la retta A'A’', menata per A, la si conduca por B. 
303. Sono da notare i casi particolari seguenti : 

1 . ° Se l=o , il rapporto dato riducesi a 1‘ eguaglianza AC.BD=o , 
c però, se A, B, C sono i punti dati, siccome la detta eguaglianza 
riducesi a BD=o, ne conseguita che D coincide con B. 

2. ° Se l=oo , allora AD.BC=o , e D coincide con A. 

DB CB 

3. ° Se i due rapporti — e-^- devono essere uguali e de lo 

stesso segno , e però il punto D deve necessariamente coincidere con C. 

Donde si conchiude che il rapporto anarmonico può avere qua- 
lunque valore positivo o negativo , ma non può mai esser nullo , infi- 
nito o eguale a -+-1. 
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301. B\PpORfO A^V'IMOMCO D'iJi FASCIO Di Ql^TTRO, RETTE. — 
Quattro rette a, b, c, d ( 6 ij. 48) formanti un fascio (F) dim luogo a 
rei angoli; prendendo i reni di questi angoli si possivi i fondare tre dop- 
ali rapporti, Neramente distinti, conio si è fatto pe' seiiynenti, detenni- 
Vali da quattro puqli -\, B , C v D- Cotesti doppi rapporti sono, i se- 
guenti; 



sen a, c) y sen ti, e) sen(a, b) > ren e, b) re u à, b) _ sen'd, b) 

seu(a, d) * seii;i>, d) ’ scu.A, d) " sett\Vv d) * sei^u, c) " seu(d, c ) 1 



e ciascuno di questi s’addimanda riporto, anarmonico di quattro rette A 
In ognuno di essi la retta a ò ooHiwjah i rispettò nuvole con b, c, d. 
Vesto ciò si ha (I seguente. 

Teorema. — Se uh fascio di quanto rette, fin proiettivo eon mia ret-. 
ki , il rapporto atianuonico da' quattro ragiji del fascio sarà eqaaìe a 
quello de ' quattro, piatii corrispondenti nella retta. 

In efR-tti , poniamo da prima ebe if fliseio (F) (/ty. 48). e la retta, 
(R) sic no prospettivi (u. 0 283, V) : allora dai triangoli .\OU, AOl», IiOC, 
|!OL), e osservando, dio aeo()J>B=senOIXV , si ha: 



(H) 



V però 

(18) 




° V se<a,c>; \D= ° A 



senOC.V, ' ' '• ‘ senODA 

<>B _ . OB 

- — sen(l),c ) ; BD= 

reuUCA senOJPA 



seo>,d); 
sen(b K d) * 



sen(n, o) # seR/b^c), AC # B€; 

sen(a, d) seu(b, d) AD * BD 



Cotesta eguaglianza , primamente, ha luogo non sojo. in ordini? al va-, 
lor numerico,, ma eziandio in ordine ai segni ; imperocché h? i due 
punti C c D si trovano,, come si è supposto., da una medesima parte 
rispetto al punto A, anche le rette c, d si troveranno, da una medesi- 
ma parte rispetto a la retta a, ; d, altronde i due angoli (a, c), (a, d) 

. , , sen(a, c) AC 

pon sono mai ottusi . e però i, due rapporti — — e — avranno, 
■ * scn(a, d) AD 

entrambi lo. stesso, segno. -fr> Che se v invece i, due punti C , D si 
trovassero in parti opposte rispetto, ad A. U rapporto ^ sarebbe nega- 
tivo; nel tempo stesso, te rette c, d trovandosi pur esse in parti op- 
poste rispetto, a, la, retta, Ov, i. due angoli; (a,. c) u (a s d). e quindi ancora. 

senfa, c) 

n P ° 29u) i, loro sen.t WTOQRQ segn\ conjrari^ ed. ì). rapporto — — . 
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. .. . , .Al', sen'n, ci , 

sarà negatilo. Pertanto 1 uue rapporti , liti 

Al> sena, d) 



illlllllU 



r ~ 



stesso segno ; c poiché lo stesso può dimostrarsi in ordino a gli altri 

duo rapporti — , SU<I>1 r ' ., ne segue che i due membri de la (18) as 
BD son(b, d) 



vran sempre io stesso segno. 

In secondo luogo la stessa eguaglianza è indipendente da gli an- 
goli che formar possono le rette del fascio con la retta prospettiva (R); 
e però conseguita che, se le duo ligure (F y ed (Rj si mutino io proiettive 
(n.“ 283, IV), la (18) continuerà a sussistere. Pertanto il teorema pro- 
posto rimane dimostrato. 

303. Da questo teorema risultano i corollari seguenti > 
Corollario I. — Al rapporto (inarmonico (ti (pitturo punti in lineo 
fetta può costituirsi quella di qualli'o rette del (ascio proiettivo , e re- 
ciprocamente. Anzi, più generai mento , se abbiasi un'equazione fra 
quattro semmenti d una stessa retta ( li ) , la qua 1 e equazione sia conse- 
guenza di altre fra rapporti anarmonici de' medesimi semmenti , essa 
urrà pur lu >go fra i seni de gli angoli formati da quattro rette cor- 
rispondenti in un fascio proiettivo di quella retta (II). 

E poiché menando un* altra retta di') trasversale del medesimo 
fascio (F), i quattro punti A', B', C\ D* saranno prospettivi coi quat- 
tro A, B, C, D, cosi pel cor. IV (n,° 298), s'avrà il seguente 
Corollario 11. — > In tutte le rette prospettive d' un medesimo fascia 
di quattro rette, i rapporti anarmonici de' semmenti d' una qualunque, 
sono gli stessi per i semmenti prospettivi di tutte le altre ; il die con 
più brevità può dirsi, che il rapporto (inarmonico de' quattro semmenti 
d' una retta prospettiva d’ un fascio di quattro rette è costante per qua- 
lunque posizione di questa retta. 

E però per le due rette (R), (R‘) avremo ? 






AC . BC A'C* . B'C* 
AD ‘ UD~ A'P' ‘ B'D 1 ’ 



Inoltre, da ic stesse (17) risulta che se un rapporto anarmonìcft 
de' quattro punti A, B, C, D è uguale ad uno de le quattro corrispon- 
denti rette a, b, c, d, anche gli altri due rapporti anarmonici del pri- 
mo sistema sono eguali ai rimanenti due del secondo. E però se (A, 
li, C, 1) y ; (a 1 , b 1 , c\ d 1 ) sono due altri consimili sistemi, avremo i tre 
rapporti enarmonici ilei sistema (A, B, G, D) eguali a quelli del siste- 
ma (a, b, c, d) ; e i tre de lo stesso sistema (A, B, C, D) eguali n 
quelli del sistema (a', b', c\ d'). Quindi , i due sistemi (A. B, C, I> . 
(A, B, G, D) essendo proiettivi tra i loro rapporti anarmonici ha luo- 
go il cor. IV (n.° 298) , e quindi altrettanto avrà pur luogo tra ì 
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rapporti enarmonici ile’ due sistemi (a, h, e, d), (a', l)', e', d’), aneli’ es- 
si, proiettiti (ii.° 283, VII). Laonde 

Corolla mo HI • — Se due fasci proiettivi , ciascuno di quattro rette, 
$01 1 tali che un rapporto anarmnniea del prima sia uguale ad uno del 
»ecaudn , gli altri due ra/i/mrti (inarmonici del primo saran pure rispet- 
tivamente uguali ai due rimanenti del secondo. 

Quindi è clje si dice in questo caso , come in quello di duo siste- 
mi di punti proiettivi die, due sistemi proiettivi di quattro punti, o 
due fasci proiettivi di quattro rette hanno, indifferentemente , gli stes- 
si rapporti anarmonici , o lo stesso rapporto anarmonicQ. 

K lilialmente dai precedenti consegue ancore il seguente corollario 
Corollario IV.— Se un fascio d' un qualunque numero di rette ven- 
ga intersegalo da due trasversali , presi quattro qualunque raggi di quel 
fascio, si troverà sempre , che il rapporta anannonicu di quattro punti 
d‘ intersezione con una de le trasversali, sarà eguale a quello de' quat- 
tro punti d’ intersezione con l’ altra. 

306. Dinotando con x, y, z i tre rapporti anarmonici relativi a 
]y trasversale (R), e con x', y', z' quelli relativi a 1' altra (R'I si ha; 



0 quindi 



p vero : 



r'^l-Ì. y=y'=l-l, «=*’-!- 



1 , 1 • 1 

jH- — 1 , U 

y z x 



AC 


. BC 


A'B' 

[ 


. C'B' _ 


AD 


‘ BD 


A'D' 


’ CÌF* 


AD 


. CD 


A'C' 


D'C' 

• — , . ‘ 


AB 


' CB 


+ A'B' 


' D'B' 


AB 


. DB 


A'D 1 


. B'D' 


, AC 


* DC 


1 AC' 


D’C' 



807. Verificata 1‘ eguaglianza (19) , pongasi inoltre che due punti 
omologhi A, A' coincidano. Congiungansi le BB', CC' (fig- 49), che 
$’ incontrino in O, e si meni la OD , la quale poniamo , se è possi- 
bile, che incontri la A'C' in un punto D". diverso da D'. Allora, pel 
cor, H (n.° prec,), dovrebbesi avere t 



AC _ BC A'C' B'C* 

AD ' BD A'D" : BtV’’ 
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or, quest’ eguaglianza non può aver luogo nel tempo stesso che la (19) 
senza ammettere che l)" coincida con 1)'. Laonde 

Teorema. — Se dm- rette sono proiettive rispetto a quattro punti, e 
il rapporto anarmonicn de' punti de la prima è uguale a quello de la 
seconda, allora facendo coincidere due punii omologhi, le compungenti 
de gli altri si andranno a riunire in uno stesso punto, che è centro di 
un fascio prospettivo de le due rette. 

E relativamente ni fasci di quattro rette si ha l’ analogo 
Teorema. — Se due fasci proiettivi, e ciascuno di quattro rette, hanno 
i loro rapporti anarmonict eguali, facendoli cadere in guisa che due 
raggi corrispondenti coincidano in direzione , gli altri tre raggi del pri- 
mo fascio incontreranno i corrispondenti del secondo , in punti messi 
per dritto. 

Imperocché, sieno FA, F'A Ifig. 50) : due raggi Coincidenti, e 
B, C i punti d’intersezione di due altre coppie, si! la retta BC, che 
prolungata incontra in A la FF'A, non passa pel punto D d’interse- 
zione della quarta coppia di raggi , incontri sino in un punto 1)' c 
l’altro in un punto D". E poiché per ipote<i i due fasci hanno i loro 
rapporti anarmonici eguali , lo stesso deve aver luogo de' due sistemi 
di quattro punti (A, B, C, IV) (A, li, E, I»';. Ver, ciò non può avveni- 
re senza che 1)' e D" coincidano. 

308. 11 rapporto anarmonico d’ un fascio di quattro rette , espres- 
so da 

scn(a, c) senfb, e.) 

s«n(a, d) sen(b, d) ’ 



può, come quello di quattro punti, assumere forme più semplici in ta- 
luni casi particolari : cosi 

1. ° Se una de le rette, e sia d, divida per metà l’angolo de le al- 
tre due coniugate (a, b), allora essendo sciita, d;=— sen(b, d), il pre- 

, . , . senfa, c) 

cedente rapporto rulucesi a . 

sen(b, c) 

2. ° Se due rette coniugate a e b sono tra loro perpendicolari , gli 
angoli (a, c), (b, c) risulteranno complementi . egualmente elle gli altri 
due (b, d), (a, d); quindi sarà cos(a, r =sen b, C), senio, c ==cos(b, c), 
cos(b, d)=sen(u,d), sen(b,d)=cos(a,d) e il rapporto ^21) prenderà uua 
de le tre forme seguenti : 



ton(a, c):tan(a, d); cot(b, c):cot(b, d); tan(b, d):tan(b, c). 

309. Posto ciò , c poiché il rapporto anarmonico di un fascio di 
quattro rette ò uguale a quello de’ quattro punti de la retta prospetti- 
va (n.° 304, tcor.), così 1’ uno di detti rapporti può prendere forma più 
'semplice, quando si voglia esprimerlo in funzione de l'altro, dando 
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sia a la trasversale , sia ad una de le rette del fascio , tal direzione 
da essere verificala una de le condizioni del n.° 301 o del num. 0 
prec. Cosi, dato il fascio, s’avrà la più semplice espressione del suo 
rapporto anarmonico in funzione de' punti corrispondenti nella trasver- 
sale , menando questa in guisa che uno de' punti d' incontro cada in 
mezzo ad altri due , o pure in modo clic risulti parallela ad una de 
le rette del fascio. Nel primo caso, poiché uno qualunque de' quattro 
punti d - intersezione può esser medio tra i rimanenti , presi a due a 
due , la trasversale in parola può avere dodici direzioni diverse, o vero 
vi possono essere dodici fintemi di trasversali parallele , i quali risol- 
vono il problema. Nel secondo caso questi sistemi sono soltanto quattro. 

Parimente , dati quattro punti per dritto , s* avrà la più semplice 
espressione del loro rapporto anarmonico in funzione di quello de le 
corrispondenti rette del fascio, determinando il costui centro , ia 
guisa che de le sue quattro rette messe in prospettiva coi punti dati, 
una qualunque divida per metà l'angolo di altre due; o pure in gui- 
sa che due qualunque de le quattro rette risultino Ira loro perpendi- 
colari. Nel primo caso il centro richiesto può trovarsi sopra ciascuna 
di dodici circonferenze aventi il centro su la retta data , e nel secon- 
do caso può trovarsi sopra ciascuna de le tei circonferenze che hanno 
per diametro le sei distanze tra i punti dati presi a due a due. Que- 
sto secondo caso non ha bisogno di essere dimostrato , c rimane sola 
a provare il primo. Sieno per ciò A, B, C, D f fig, 51) i punti dati c 
vogliasi determinare il centro O del fascio in guisa che la retta OC 
divida per metà l’ angolo AOB : questa condizione sarà verificata se 

OA:OB::AC:CB. Or, se prendasi un punto E tale che sia EC=EA.F.B 
c col centro E e col raggio EC, si descriva una circonferenza , ogni 
punto di essa soddisfarà la posta condizione (’). E poiché ciascuna da 
le rette OA, OB, OC, Oli può dividere l'angolo di due de le tre ri* 
manenti, ne conseguita che vi possono essere dodici circonferenze che 
risolvono egualmente il problema. 

310. Se uno de’ rapporti (inarmonici del fascio è uguale a — 1, ® 
poniamo che sia 

- ?cn (a, c) scn(b, c)_ 

sen(a, d) ' sen(b, d) * 

allora per una qualunque trasversale (Iti (fig. 4 3) sarà pere ~ 

cioè i quattro punti A. B, C, D saranno armonici, e però si dice. 
questo caso, che anche il fascio de le quattro rette a,b,c,d è armonie 0 * 
Le rette a, b si chiamano coniugate armoniche rispetto a le altre due 
c, d; come , per contro , queste lo sono rispetto a quelle. 

f| Lege>-diu! — Geometria ; prop. 34, lib. III. 
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Se in questo caso , s' abbia scn(n, d'=sen(b,d), allora , secondo la 
(22) sarà : sen(a, cjfc= — sen(b, c). Ciò \uol dire che se le rette a, b 
(fi g. 52) formano due angoli supplementi con la stessa retta d, la quar- 
ta c dividerà ber tnetà l’angolo (a,b), e reciprocamente. Or, prolungando 
DO verso OD*, risulta (a, d’i=(d, b) c quindi (c, d’;~ (c,d), cioè(c.d) 
è un angolo retto. Laonde 

Corollario. — Se in un fascio armonico, due coniugate sono Ira loro 
perpendicolari , l’ una di esse divide per metà f angolo formato da le 
aktr due coniugale , e i altra è Insegante del supplemento , e recipro- 
camente. 

311. Rapporto ASArmomco bi qtattro piasi è quello de Ir guai - 
Irò rette che si hanno tagliando il fascio con un piano perpendicolare 
a l’asse, o, in altri termini, quello de le quattro rette del fascio prò * 
spedivo determinato dal piano perpendicolare a l'asse. 

Posto ciò , si togli il fascio de’ quattro piani A, ti, t\ A con un 
piano trasversale qualunque , il quale tagli quei piani rispettivamente 
secondo le rette a, b, c, d. Se si rombica un secondo piano trasversa- 
le , perpendicolare a I* asse del fascio e che tagli i piani rispettivamen- 
te secondo le rette a', b’, e', d', egli ò evidente che queste seconde 
intersezioni taglieranno le prime, e i punti d’intersezione saranno su 
la intersezione comune de’ due piani trasversali. Sicno *, fi, 7, questi 
punti d’ intersezione ; allora avremo dnc fasci (a, b, c, d), fa', b', c\ d') 
entrambi prospettivi con la trasversale («fiyt ) e quindi (n.° 30 V, teor.) il 
rapporto anarmonico de’quntlro punti «, fi, 7, i sarà eguale tanto a quello 
de le quattro rette a, b* c, d, quanto a quello de le quattro a', b\ c\ d'; 
dunque questi due rapporti anarmonici sono eguali; ma il secondo è 
quello stesso de' quattro piani A, u, V, A, dunque 

Teorema. — Se un fascio di quattro piani lo si tagli con un piano 
trasversale, il rapporto anarmonico del fascio sarà eguale a quello de 
le quattro intersezioni del piano tasversale coi piani dati, 0 , pili sem- 
plicemente , sarà eguale al rapporto anarmonico de le quattro rette del 
fascio prospettivo da quel piano trasversale determinalo , 

312. Se nel fascio de’ piani si conduca una qualunque trasversale 
e per questa si meni un piano trasversale, questo taglierà il fascio se- 
condo quattro rette il cui rapporto anarmonico sarà eguale a quello dei 
piani (n.° prec.) c 0 quello de’ quattro plinti in cui la trasversale in- 
contra i piani , dunque 

Teorema.- — Se un fascio di quattro piani lo si faccia attraversar e 
da una retta, il rapporto anarmonico de' quattro piani sarà eguale a 
quello de’ quattro punti in etti la trasversale incontra il fascio , o vero, 
altrimenti, il rapporto anarmonico de’ quattro piani sarà eguale a quel* 
lo de quattro punti de la retta prospettiva. 
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Divisione omografica di due rette o vero rette omografiche.— Divisioni orogìu- 
nr.iiE di due rette Coincidenti, o vero due divisioni omografiche in uni stessi 
RETTA.— INVOLUZIONI DI SEI PUNTI.— DIVISIONE OROGRAFICA IN INVOLUZIONE. 



313. Divisione omografica di iute rette ■ — Se abbiansi due rette 
proiettive, tali che il rapporto enarmonico di quattro punti qualunque 
de la prima sia eguale a quello de’ quattro corrispondenti de la seconda, 
quelle rette si dicono omograficamente divise, o che sono in divisione 
omografica. Per brevità di linguaggio due rette si dicono omografiche, 
quando sono omograficamente divise. 

Or, egli è sempre possibile , date due rette (11), (R'), e una di es- 
se , poniamo la (R), divisa ne’ punti A, B, C. . . , divider l' atira (R) 
omograficamente a la prima. 

E per vero, presi, ad arbitrio, su la retta (R’) tre punti A', B', C', 
clic si riguardano come corrispondenti di A, lì, C, si determinino iti 0 . 
302i su la medesima retta i punti D', E',..., corrispondenti di D, E, ec. 
mercè le relazioni seguenti : 

AB DB À'B' D'B'. 

AC : DC~~ A'C' ’ D'C' 5 

AB EB AB' E'B' 

~ÀC" EC*“A'C' : E'C' * 



in questo modo la retta (R') rimarrà divisa omograficamente a la (R). 

Imperocché s’ intendano le due rette 'rimosse in guisa che i due 
punti omologhi coincidano e che facciano tra loro un angolo qualsivo- 
glia : allora (n.° 307) le congiungeuti 1)D\ EE', ec. passeranno tutte 
pel medesimo punto d’ incontro de le due congiungenti BB', C C', e 
s’ avrà un fascio di rette , prospettivo con le due date, e quattro qua- 
lunque si vogliano di quei raggi del fascio, incontrate da le due tras- 
versali (R), (R'), danno (n.° 305, cor. IV; il rapporto anarmonico dei 
quattro punti prospettivi de la prima eguale a quello de’ quattro corri- 
spondenti nella seconda , il che si richiede perchè le due rette sieao 
omograficamente divise. 

314. Dal corollario II. del n.° 303 risulta la seguente proprie- 
tà geometrica di due rette divise omograficamente : se un fascio if uà 
numero qualunque di rette venga inlersegalo da due trasversali, i punti 
d'intersezione segnati su queste due rette formano due divisioni omogra- 
fie/^. Il punto d‘ intersezione è un punto tomuuc a le due divisioni. 
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E dal primo teorema del n.° 307, consegue la proposizione reci- 
proca de In precedente, cioè: se in due rette dir ite omograficamente, il 
punto d'incontro, confìdèt'eito con) e appartenente a la prima di visione , è 
esso stesso l' omologo nella seconda, le congiungenti ad urto ad sino gli 
divi punti omologhi roncorreramxo tutti in un medesimo punto. 

E chiaro poi clic due divisioni omografiche ad una terza , sono 
omografiche tra loro ; imperocché se A", lì", C*. D" sono quattro punti- 
*le la terza-, cui corrispondono A, B, G, D nella prima ed A', B\ C'. I)' 
nella seconda , i rapporti annrmonici di ciascuno di questi due ultimi 
sistemi essendo, piu- illesi, eguali a quello dei quattro punti A", B", 
C", U’ saran pure uguali tra loro. 

3lii. fàjlUZIOM VARIE PER DINOTARE I.A DIVISIONE OMOGRAFICA DI 
due rette. — Equazione a due termini. — Dinotando con A, B, C tre 
'punti dati su la prima retta (fi), con M un punto variabile de la stes- 
sa, e similmente dinotando con A', B', C', M' i punti omologhi su la 

AM BM AM' B'M' 

o vero 



(1) 

e quindi 



avremo , 


AC ' 


BC A'G' ' 


AM . 


AG 


A M' . A'C’ 


BM ” 


BC 


B M * B'G' 


AM 

BM~ 


\ BC 


. A'G \ A1T 
’ B'G' / B'M' 



R'C' 



Ponendo pertanto il rapporto costante 
AC 



( 2 ) 



Ali' 



BC 



A'G' . . „ AM , , 

-=X, s avrà: ;3) ■ =/ 

B'G v ' BM B'M' 



Il rapporto costante X vien determinato da la posizione de'tre putiti 
dati A, B, G e de’tre omologhi A', B', C'. Preso poi un punto qual- 
sivoglia M su la prima retta , il corrispondente M' su la seconda ver- 
rà determinato da la (3) , la (piale equazione serve per ciò a dinotare 
la divisione omografica di due rette. Essa tradotta in linguaggio ordi- 
nario , corrisponde al seguente 

Teorema. /n due rene omografiche il rapporto de le disianze di 
un punto variabile de la prima a due punti fissi de la slessa è proporzio- 
nale a quello de le disianze del punto omologo de la seconda a due punti 
fissi rispettivamente Omologhi a quelli de la prima e presi su la seconda. 

Reciprocamente. — Se per due rette esiste un'equazione de la forma 
(3) , essendo X una quantità costante , le due rette sono divise omografi- 
camente. 

18 . 
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Imperocché se rappresentiamo con C, C' due particolari posizione 
de - punti omologhi M, M', dovendo osi soddisfare a l’equazione q3) 
dovrà aversi : 



AC_. 

BC - ' B’G' * 



e però cavandosi da quest’ equazione di condizione il valore di À e so- 
stituendolo nella (3) avremo : 



AM 

iti! 



AG A’M'. A AM . BM A'M' 

bc Ij'm' ‘ b'g' ’ 0 ' ,ro TlT ' "bc A’C' 



B'M' 

B'G 7 



Or, essendo A, B, C, tre punti dati de la prima retta ed A', B\ 
C' i loro corrispondenti nella seconda, quest’ ultima equazione per ogni 
punto qualunque ài della prima retta ne determina un altro M' su la 
seconda , in guisa che il rapporto ariarmonico tra i quattro punii A , 
B, C, M è uguale a quello de’ quattro punti A', B', C', M' ; dunque 
le due rette sono omografiche (n.° 313). 

31G. I.’ equazione (3), a due termini, contiene soltanto quattro 
ficmmenli , ed è suscettiva di ulteriore semplificazione , prendendo un 
solo o anche due de’ punii fissi a l'infinito. Cosi: l.°, ponendo che il 
punto B passi a l'infinito, i due semmenti BM, BG si posson tenere 
come uguali (n."301i; allora la (1) riducesi a 

( 4 ) AM- VC1J ' C ' A ' M ' 



A'C' 



B'M' ’ 



e poiché il primo fallore del secondo membro è costante , rapprcsen' 
dandolo con i , avremo : 



<■>) 



AM=» 



A'M' 
B'M' ' 



2.° Se tanto B clic A' passano a l’ infinito , allora nell’ espressione 
precedente (4) si posson togliere il fattorrc A'M' del numeratore, e 
A'C' del denominatore , come uguali , e rappresentando con \ il pro- 
dotto costante AC. B'G', si ha semplicemente : 



( 6 ) 



AM———, o vero AM.B'M’=X (*). 
B'M' w 



(*) Le (5) e (C) paragonate a la (3) c'insegnano che, nell'ipotesi del 1’ caso, 
ci passa da la (3) a la (5) ponendo BM— I , e nel 2' si passa da la |3| a la |6| 
ponendo A M’=BM=I. Or, tutte le volte die un punto passa a l’ infinito . il sene 
mento clic contiene quel punto disparc da l’equazione, perdio combinandosi con 
nitri semmenti contenuti nella costante , c contenenti lo stesso punto a l' infinito, 
dà luogo a rapporti eguali a I’ unità, e però lo si pone uguale ad l. 
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In quest' ultima equazione il punto A de la pròra retta è il cor- 
rispondente del punto a l’ infinito su la seconda , e li' è quello de la 
seconda che corrisponde ni punto a l' infinito de la prima. Si che so 
dinotiamo con 1 it primo c con 1' ÀI secondo , sarà : 

(a) 1M.1'M'=X, 

Inoltre , supposto che per due rette date si trovi verìfieata la (a) , o 
si "io C, C' due particolari posizioni de* punti corrispondenti M , M'» 
dorsi avere ancora 1C.1'C'=À, c la (a) prenderà la forma 

1M . l'M' 

ic ~ ' T , c r ‘ 



Or, se IJ ed l" indicano i punti a l’infinito presi su le due rette» 

. l'M l’M' . , 

sara == *» l,0 * n > P a 8- prec.) e pero la precedente equazione 

può essere scritta ancora così : 

i.M , ni 
le ■ Tc 



LAI’ 
= l’C’ 



IM’ 

IC’’ 



e questa ci pruova che il rapporto anarmonico de’ quattro punti C, I. 
I, Al che corrispondano ai quattro C', li', 1', M'» è uguale a quello di 
questi ; sì che facendo rimanere fissi i tre punti C, 1, U de la prima 
retta e gli altri tre C', li', I' de la seconda , i due punti variabili c 
corrispondenti Al, Al' segneranno su le due rette due divisioni omogra- 
fiche (n.° 313). Pertanto si hanno i due teoremi seguenti 

Teorema. — Se in due rette omografiche si prenda su ciascuna il 
punto che corrisponde a li infinito de /’ altra , il prodotto de le distanze 
di colesti due punti a due qualunque punti omologhi è costante (a), e 
Reciprocamente. — Se prendendo due punti fìssi in due rette rispetti- 
vamente, si dividano quelle rette per mezzo di punti col-rispondenti tali 
da essere costante il prodotto di loro distanze ai rispettivi punti fissi , le 
due felle resterà n divise omograficamente. > 

317. Ciascuna de le equazioni (3 , (o) e (fi) può egualmente rap- 
presentare la divisione omografica di due rette. Or , in ordine a que- 
ste equazioni è da osservare che nella (3) il segno del primo membro 
è fissato da la posizione del punto AI rispetto al seminento AI? , o 
quindi , preso questa punto Al, resta fissato ancora il segno del secoli- 

do rapporto , e secondo che questa segna sarà ìl -j- o il — , il 
punto AI' starà fuori o dentro il seiumento A'B'. Non è dunque ne- 
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cessano fissare anticipatamente nella (3) il senso de'semmenti positivi 
e negativi. Ma nella (5), ove il primo membro contiene un sol senti- 
mento , preso rispetto al punto A, non resterà fissato il segno di quel 
primo membro e quindi ancora quello dei secondo col solo (issare il 
punto M; ond’è necessario, in questo caso, stabilire sin da principio il 
senso positivo e il negativo del semmento AM. Jn (ine, per ragioni ana- 
loghe, è d' uopo nella (6) fissare ancora il senso positivo o negativo del 
semmento B'M'. 

318. Ancora la costante X che entra nell' equazione (3) rimane af- 
fatto arbitraria , finché non sono dati che i soli punti A e B e i lo- 
• ro omologhi A', B', e però quell’ equazione può appartenere a due 
qualunque rette omografiche. Per determinarla è d’ uopo che sieno no- 
ti due altri punti omologhi ; e reciprocamente , se questi sono noti, 1 
è determinato , e con essa ancora la divisione omografica de le due 
rette. Cosi, poniamo che al punto M', posto a l’ infinito su la seconda 

A'M' 

retta, corrisponda il punto I su la prima; allora osservando che-^-^- 

13 M 



=1 (nota, pag. 238), sarà ; 

( 7 ) 




Or , il punto 1 è affatto determinato su la prima retto , e però i due 
punti A e B , quando non fosscr dati , si possono scegliere in guisa , 
che X abbia quel valore che si vuole positivo o negativo. 

319. Se si suppone X=l, allora dovendo essere A1=BI, devesi 
necessariamente supporre lai’ infinito , e cosi , in cotesto caso parti- 
colare al punto a l' infinito su la seconda retta corrisponde il punto a 
l' infinito su la prima. Or, per tale valore di X , la (3) riducendosi ad 



AM A'M' 
BM “B'M' ’ 



ne consegue 



AM A'M' 

AM— BM A'M— B'M' 



AM A'M' 
AB A'B' ’ 



* e però , secondo quest’ ultima eguaglianza, essendo costante il rapporto 
AM 

— — -, ne discende che le due rette sono divise in parli proporzionali. 
A M 



320. In fine è da notare che se poniamo il punto M' a l’ infini- 
to e dinotiamo con 1 il punto corrispondente su la prima retta, la (3) 
darà ; 




e parimente -e sia 31 a l’ infinito ed I' il punto corrispondente su la 
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seconda retta , si troverà : 



BT 

A l' ‘ 



Abbiamo così due semplicissime espressioni geometriche per rappresen- 
tar la costante ì. 

3*21. Equazione a Ire termini . — Sieno A, B, C tre punti dati 
ed M un punto variabile de la retta (R), e parimente A', B', C' tre 
punti dati ed M' un punto variabile de la retta (R'j. Si può esprimere 
che i rapporti anarmouici di questi due sistemi di punti sono eguali 
scrivendo 20, 306; ; 

^ AM AC C'M' C'A' 

8) - — • — -i : =i. 

v BM BC BAI' B'A' 



e ponendo i rapporti costanti 



v9) 




B'A' 

C'A' ** * 



quell' equazione prenderà la Torma 



(10) 



AAl C'M' 

y. u - — r 

BM ^ B M 



la quale può scriversi anche cosi : 



(il) 



A 



AM 

BA1 



f* 



C'M' 

B'A!' 



rimpiazzando nella (10) le costanti X, p con le altre — , 



£ 

V 



ove « ò 



una terza costante. 

Ciascuna de le equazioni (10) o (11) può rappresentare la divisione 
omografica de le due rette (R , R'>; ed è da osservare che i due punti 
A e B possono esser presi dovunque su la prima retta, come pure C' 
è un punto arbitrario de la seconda , ma B' anch' esso su la seconda 
è omologo di B preso su la prima. 

Se i punti omologhi B, B' sono coincidenti si ha più semplice- 
mente : 



, AM CAI' , /4 ,. AM C'M' 

(l2) )- ijm ’ 0 ' >ure ' BM 
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322. In tutte coleste equazioni le costuntf /, p, » sono affatto ar- 
bitrarie , e (indiò son tali, ciascuna di esse (10) e (11) rappresenta 
una qualunque divisione omografica di due rette che non abbiali alcun 
punto omologo coincidente, e le (12) o (13) rappresentano una qua- 
lunque divisione omografica di due rette con un punto omologo coin- 
cidente. Clic se dette costanti sono determinate , sia perchè prese ar- 
bitrariamente , sia perché soddisfacenti a date condizioni , allora la di- 
visione omografica di due rette, da una di quelle equazioni rappresen- 
tata , è essa pure determinata. E giova notare che, quantunque nelle 
(11) e (13) le costanti sieno in apparenza tic , |Hire quelle che 'era- 
mente sono costanti da essere determinate non sono che due ; impe- 
rocché 1* equazione può esser sempre messa sotto una delle due forme 

(10) e (12); e, quando si vogliali ritenere le tre costanti come nelle 

(11) e 13), allora mia di esse può esser presa ad arbitrio. 

323. L'equazione generale (10) ò suscettiva di forme più semplici, 
quando si dia una partieolar posizione a quei punti che sono presi nd 
arbitrio; questi sono i due A e 15 su In prima retta c C su la secon- 
da. il punto li' de la seconda retta è corrispondente di li. Or 

l.°— - Se il punto A passa a F infinito la (10) diverrà (nota, pag.jiàS: 



(14) 



> C'M 

, , 

IJM li 31 



2.° — Se A c B' passano entrambi a l’ infinito la (10J diviene; 

ut» -jj(r+ f . c 'M'=i. 



3." — Finalmente se A c C' passano a i’ infinito , s'avrà ; 



(16) 



bm 






Scolio. — Da quest' ultima equazione si scorge che se vuoisi che i due 
semmenti BM.B'31' risultino eguali e de lo stesso segno, basta prendere 
E se pur contro vuoisi che sia BM= — li '31', devesi pren- 
dere 1Ì3I=>. — Ut Dal che si conchiude clic , date due trite omografiche 
è sempre possibile prendere sopra una di esse , « partire da un punto 
fisso , due semmenti rispettivamente uguali a gli omologhi de la secoiula , 
ma 1’ uno con lo stesso segno , V altro col segno opposto. 

324. Equazione a quattro termini. — L’equazione a due termini, 
rappresentante ^divisione omografica è, come abbiamo trovalo (n.° 31 1 ; 

— = o pure AM.B'M' — AA'M'.BM==o> 

BM BM 
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essendo A un coefficiente costante. Or (n.° 291) 

« M= AM— A P * V M '= B 'M '=B 'A 

quindi sarà : 



AM.Ii'M '—A A M— A B (B'M' — B'A'— 0 , 
e. sviluppando e ponendo le costanti 



1— A 
si troverà : 
(17) 



-B'A'=À, 



A 



1— A 



AB=v, 



A 



1— A 



AB. B'A — ; , 



AM . B 'M '+i A M+- B 'M '+ „ =o. 



Questa novella equazione rappresenta essa pure la divisione omo- 
grafica di due rette, in una de le (piali è preso un punto (isso A. nel- 
l’altra un punto lisso B', ed M, M' sono due punti variabili omologhi. 

D'altronde supposta vcrilìcata la (17), poniamo che il punto M sia 
a l’ infinito e sia 1' il corrispondente su la seconda retta ; allora , es- 
sendo AM=ao , se dividasi la (17) per questo fattore , s' otterrà : 

(18) M-B’l — o , 1= — B'I'. 

Similmente , se Al' de la seconda retta sia a I" infinito c clic I 
sia il corrispondente punto su la prima , allora B'M'=ac , e divisa la 

(19) per questo futtore , darà : 



(19) 



Al-j-u. — o , u — — AI , 



e questi valori messi in (19) daranno : 

(20) AM.B'M'— AM. B'I'— AI.B'M'-f-»=o , 

o vero (AM— Ar/B'M'— B'J')=AI.B'l'—;=C 0 st. ma AM— AI=D1. 
D'M' — B'1'=1'M', dunque IM I M'=cost. 

Or, quest' equazione indica che le due rette sono divise omografi- 
camente iÒ,3I6). 

Scolio. — Le (18) c (19) danno i valori geometrici de le due costanti 
a , i a. Per aver quello di v , basta supporre nella (20) che M coincida 
con A, o M' con B', e supponendo che sia A' corrispondente di nel 
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aoi 

primo raso , e 6 quello di AI nel secondo, «iremo 1 

(b) v=B'A'.AI=AB.BÌ\ 

e però due divisioni omografiche, si rappresentano con la seguente e- 
quazione , a coefficienti espliciti : 

(21) AAI.B AI — B’I'.AM— Al.B'M'+B'A'.AI=o , 



ove ì’ ultimo termine può esser pure sostituito da I’ altro AB.BT. 

323. I,’ equazione a quattro termini (17), dinotante la divisione 
omografica di due rette , può aversi sotto forma omogenea , facendo 
talune trasformazioni su quelle a due termini (2,313) 



( 58 ) 



AM _ . A'M' _ AH . C'D' 

BA7~ ‘ B AI’ ’ °' C * BC ' "ClF 



A tareffetto prendasi sopra una de le rette un punto fisso G e su 
l'altra un secondo punto fisso l)'; cosi, in virtù de la forinola (14,300) 
avremo : 



BM BC < AB CAI A'M' A’D' A'B’ D'M' 

AÀT - AC 1 AtT Tm~ ’ B AF B'D' + D B' B M' * 



e però sostituendo in (2) e tenendo presente il precedente valore di ), 
si otterrà : 



/BC 


AB 


CM\ 


/ A'D' 


B'A' 
+ B'D' 


DMA 




AC 


AM / 


\B'I)' 


Ini 7 / 



AC 
BC ' 



Or, (12,298) fra i quattro punti A', B*. C', D ; s’ha la relazione 
A'B'.C'D'+A’C'.D'B'-t-A'D'.B'C— o, cosi- A D A C A B C D 



B'D' B'C' C'B' B'D' 



e quindi la precedente equazione diverrà : 



AM B'M' BC A B 1 C'D' AM BC B'A' B’M' AB A'D' AB B'À’_ 
CM ÌVÀF AC A'C' li’D' - ^ CM AC B'D'^D’Al 1 AC AC Fd - ° 



finalmente, dividendo qnesl’ equazione pel prodotto dei tre ultimi fatto- 
ri del primo termine , e osservando che per 1’ eguaglianza de' rapporti 
gparmonici fra i due sistemi (A, B, C, D), (A', B', C', D 1 si ha: 

AB A’D’ C'B' _ AD 
cb”' CD' ’ A'B'Td~’ 
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si troverà I’ equazione : 



AM BM' B'C' AM AD B'M' . AB C’B' 

CM ‘ D’M' D'C’ ' CM CD D'M + uf " ’ 



che equivale a 1’ altra 



(23) 



AM B'M' 
CM ■ ITm 7 



AM 

CM 



B'M' 

- Il - — ; )- V —0 , 

^ DM 



ove i coefficienti costanti sono : 

_ BT/ _ AD AB e®* 

TTc 7 ’ 'aP J ~ cF'cd' 



328. Sieno , in generale, A, B, C, E, G, er. dei punti fissi d’un# 
retta; B', D', F' t H', ec. altri punti fissi d’ un’ altra retta, e sieno «, 
p. . . >, f. . . * quantità Tostanti ; l'equazione 

*.AM.B'M'-H3.CM.D'M , -+-, . . « .EM-t- ?.F'M'+. , . p ,H'M'=v 

dinoterà la divisione omografica di quelle rette. Imperocché riducendo 
i vari semmenti a due soltanto col porre (n.° 278) 

CM=AM— AC, EM=AM — AE, ec. 

D’M'==B'M' — B'D', F'M'=B'M' — B'F', ec. 

la precedente equazione si trasforma in un’ altra a quattro termini J 
come la (17). ‘ ■» 

327. Divisione omografica di due rette coincidenti , o vero due 

DIVISIONI OMOGRAFICHE SOPRA UNA MEDESIMA RETTA. — PUNTI DOPPI!. — 
La medesima equazione (17) conduce pure al seguente 

Teorema. — Se due rette omografiche si facciati coincidere, si han 
sempre due punti , eiascuno de' quali considerato come appartenente ad 
una è esso stèsso V omologo neir altra. (Questi punti si addimandano 
doppi). 

Imperocché , nel far coincidere le due rette , si può intendere che 
il punto B' de la seconda coincida con I’ A de la prima, allora la (17)* 
o meglio la (21) diviene : 

(24) AM. AM' — AI'.AM— AI.AM'-t-AA.'.Afc=o. 

Or, se vogliansi trovare i punti di divisione de la prima retta, i qual? 
coincidono con gli omologhi de la seconda , è chiaro che bisognerà 
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■porre AM=AM', e cosi , dinotando con Mj il punto doppio, si avrà 
I’ equazione di secondo grado 

(25) AmV— (AH-A1’)AM^+AA'.AI==o, 

che prova il teorema; e osservando che AI-+-A1' è il doppio de la di» 
stanza del punto O, medio di 11', dal punto A, può scriversi ancora cosi! 

(26) AMV- 2AO.AM t H-AA'.AI==0. 

Corollario.-— Quando le due rodici de la precedente equazione sono 
eguali , allora i due punti doppi coincidono. Questo caso avrà luogo 

m 

allorché AO =AA’.AI, ed allora la (26) prende la Torma : 

AM j — 2AO.AM^-f-ÀO =o, o vero AM,j=AO; 

e però si conchiunde che, coincidendo i due punti doppi di due divi- 
sioni omografiche coincidenti, essi coincidono col punto di messo tra i 
due punti che hanno i loro corrispondenti a l' infinito. 

328. Nel caso generale poniamo che l’ origine arbitraria A coin- 
cida col punto O, e sia per conseguenza AO=o ; dinotando con O' 
il punto che nella seconda divisione corrisponde a F O de la prima * 

la (26) diverrà : OM 0 H-OÌ.OO'=o * e poiché, per essere 0 il punto 
medio dì II\ si ha : 01= — 01', sarà pure OM j — 0'I.OO'=o ; OMj= 

±\J Or.OO' . Cotesto risultamento c‘ insegna che i due punti doppi 
si trovano in parti opposte rispetto al punto 0, e ad una distanza co- 
mune media proporzionale fra i due semtnenlt 0Ì‘, 00' . 

Scolio. — Se questi semmenti giacciono in parti opposte rispetto ad 
O, sono essi di segno contrario, e i punti doppi sono immaginari. Sieno 
però reeli e immaginari , il lord punto di mezzo è sempre il punto 
O, e il quadrato de la loro comune distanza al detto punto è espres- 
sa da O’I.OO' , che può esser positivo 0 negatilo. Ciò avviene dal 
perché, qualunque sia la natura de le radici d’ un* equazione del secon- 
do grado, è sempre la somma di queste radici eguale al coefficiente 
del secondo termine col segno cambiato, e il prodotto eguale al termi- 
ne noto. 

329. Se nell’ equazione (24) , la quale rappresenta 1* omografia di 
due rette coincidenti , poniamo che il punto A coincida con 0< e di- 
notiamo con O' il corrispondente punto nell'altra divisione, avremo: 

(27) OM.OM'— OI'.OM— OI.OM'+00'.OI=o ; 

* poiché 0I'= — 01, ed OM' — OM=MM\ quest’ equazione diverrà i 

(28) OM.OM' — 0I.MM'-f-00'.01=a. 
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E se i punti doppi coincidono, allora essendo., in questo caso 
AA’ . Al— AO (n.° 326), la (24) prenderà la forma 



(29) AM. AM' — AE.AM — AI.AM J -f-AO*=Ov 

e ponendo, che il punto, arbitrario A coincida con O, con che sarh 
AO —o , e tenendo, presente come sopra , che 01'= — 01 , quest’ ulti-. 
ma equazione darà : 



(a) 



OM.OM 

MM' 



=OI=costante 



330. Questo risultamento conduce ad un' altra equazione , la quale, 
esprime nel più semplice modo due divisioni omografiche a punti doppi 
coincidenti. In effetti, dinotando con A, A' due punti omologhi avrem- 
mo pure in virtù de la (a) : 



OA.OA' 

AA' 



■01 K 



« quindi, osservando che MM— OM' — OM, AA'=OA' — OA, e paragor- 
pando quest' equazione a la precedente, se ne trae i indicata equazione^ 



(3») 



t 1 _ t t 
0M~ OM’ - OA ~ OA' ■ 



, „ . OM.OM' OA.OA' , 

Inoltre , essendo — — — - — — — , c supponendo che , per 

MM AA • 

condizioni, particolari, il' punto. 0 cada a distanza infinita , avremo 



A A' OA OA' 
MM' OM. ' OM' 



1, e però (31) MM'=AA', 



e quindj ancora A'M'- — A'M=MA'— MA , A'M'=AM. Da la (31) c da. 
quest' ultima eguaglianza si, coprhipde che nel caso che si considera il 
sémmento determinalo da- due punti corrispondenti è costante , e le due 
rette sono divise in parti ciascuna a ciascuna eguali e dirette nel me-, 
desimo senso. 

Scolio. — Segue da ciò che essendo date di posizione, due divisioni 
omografiche sopra mia retta a punti doppi coincidenti^ e volendone la 
prospettiva in guisa che i semmenti omologhi sieno eguali,, convien che 
passi a l’infinito il punto doppio delle due divisioni. E poiché nel caso, 
eh? i punti doppi coincidono, la loro coincidenza- avviene nel punto me— 
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dio trn i due che corrispondono a quelli a l' infinito (n.° 32“}, co4 è 
d’uopo che l’ iiiliuito d’una divisione corrisponda a f infinito de l'altra. 

33i. Ponendo nella (27; — 01 in luogo del suo eguale 01', abbiamo 

OM.OM'+Ol .OM— OI.OM +01 . 00'=o ; 

e supponendo inoltre che i punti doppi sieno immaginari , i due punti 
O', 1' devono giacere in parti opposte rispetto ad O (n.° 328 1 , e quindi 
O' ed 1 devono stare da un medesimo lato rispetto a lo stesso punto; 

laonde 00', Ol sono de lo stesso segno , c il loro prodotto è positi- 

* 

so. Poniamo dunque 01 .00'=0P , essendo P un punto de la per- 
pendicolare menato da O a la retta che contiene le due divisioni , e 
che può prendersi da uno o da f altro lato di questa retta. Così f equa- 
zione precedente , sostituendo e dividendo per OP , prende la forma 
seguente : 

OM OM' 01 / OM OM' \ 

OP OP OP V OP OP ) 



donde pc’ n.i (124, IV; 77,2} successivamente si trae: 

■ tan0PM tanOll»; lmi(OPM'— 01»M)=tanMPM'=tanOIP 

1+tunOPM ’ . tanOI’M ’ 

nng.MPM'=ang.OIP=costante. 



Cotesto risultamcnto , osservando che in virtù de la superiore relazione 
* 

01.00 —OP , il punto P può avere due posizioni opposte su la perpen- 
dicolare menata per O, stabilisce il seguente 

Teorema. — Se in due divisioni omografiche sopra una stessa retta, 
i punti doppi sono immaginari, vi sono sempre due punti in parti op- 
poste rispetto a quella retta , e da ciascuno de' quali si veggono i sem- 
fnenli compresi tra t punti <V tuia divisione e gli omologhi de V altra , 
tulli sotto angoli eguali e nello stesso scuso di rotazione. 

332. È da osservare che nel caso che si contempla , comunque i 
punti doppi sieno immaginari , il loro punto di mezzo è sempre 0 
(ri. 0 327) , nò questo dipende da la grandezza de l' angolo costante 
MPM'; sì che può conchiudersi il seguente teorema generale 

Teorema. — Se un angolo piano Al’ A' lo si faccia ruotare intorno al 
suo vertice , rimanendo sempre nello stesso piano , le intersezioni con- 
secutive de' lati con una trasversale qualsivoglia , segneranno su questa 
due divisioni omografiche, che avranno sempre gli stessi punti doppi im- 
maginari , sia qualunque la grandezza de l' angolo dato. 

333. Quando nell* equazione generale a quattro termini (17) , si 
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fa coincidere A con B', ossa diviene : 

(b) AM .AM AM+i/.AM'-h» =o> 

e però se si suppone inoltre >.=—/, si avra particolarmente: 

(3*2) A M . A M '+i( AM +AM'+v=o. 

Ora, i due semmenti AM, AM' entrando a lo stesso modo in quest'e- 
quazione , mostrano che , «Lindo egual valore ad AM, ad AM', i cor- 
rispondenti valori che ottengonsi per AM' ed AM som pure eguali. 
Inoltre, secondo le formule (18) e 1 19) del n.° 324, l’ipotesi i—y , 
dietro la coincidenza de’ punti A e B', equivale a l'altra AI=A1', ove 
I è il punto che nella prima divisione corrisponde . a l'infinito de la 
seconda , ed 1' è il punto che nella seconda divisione corrisponde a 
l'infinito de la prima; e però i due punti 1, 1' coincidono. Laonde 
Teorema. — -Se in due divisioni omografiche d' una medesima retta 
il punto che nella prima corrisponde a f infinito de la seconda , coin- 
cide col punto che nella seconda corrisponde a f infinito de la prima ; 
un punto qualsivoglia, considerato come appartenente a la prima o a la 
seconda divisione, ha sempre lo stesso punto omologo nell' altra. 

Nè meno vera è la proposizione reciproca; imperocché nell' equa- 
zione generale (b) 

AM . AM 4-lAM-f- n AM 4 -v=o 

poniamo che sieno M il punto de la prima divisione ed M f il corri- 
spondente de la seconda divisione; poniamo in seguito clic sia 51 un 
punto de la seconda divisione ed 51' il corrispondente nella prima; in 
questo secondo caso la precedente equazione diviene ; 

AM'.AM-p-XAM'-H uAM-+- » =o , 
e da queste due equazioni si trae successivamente 
() — y.) (AM — AM ’)=<>, 1 — u=0, 

334. Iavollzione. — Da quanto è dimostrato nel numero prece- 
dente consegue, che, se M, , AI,, M, sono tre punti de la prima di- 
visione, ed AI',, M', , 51', i corrispondenti de la seconda, allora, poi- 
ché il punto Al, considerato come appartenente a la prima o pure a 
la seconda divisione ha sempre per corrispondente M',, cosi i punti 
M, , M,, M, , M', de la prima divisione hanno per corrispondenti ì pun- 
ti M', Al', , AI', , AI, de la seconda divisione. Inoltre , per proprietà de 
la divisione omografica, il rapporto anarmonico de' primi quattro punti 
è uguale a quello de' secondi quattro. Or, in questo caso speciale i sei 
punti Al,, M, , AI, , Al', , M'„ M', diconsi in involuzione; e le due di- 
visioni esse pure si dicono omografiche in involuzione. 
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In generale , se nbbiansi in tuia retta tre coppie di punti coniu- 
gali (A, A';, Ti, B"), (C, C') e quattro di essi-, presi ne' tre sistemi, co- 
M>e A, lì, C, C< abbiano il loro rapporto anarmonico eguale a quello de 
gli altri quattro A', B\ C', C, quei sei ptutli si dicono, ut involuzione.. 

Pertanto supporto eguale il rapporto anarmoniro de' due sistemi 
(A, B. C, C'), f\\ il', C’, C)., quest’ eguaglianza può essere espressa mer-, 
cè 1‘ un? Q I altra de ie due seguenti equazioni j 



C'C 


. BC __ CC' 


B'C' 


CA . C'A 


C'A' 


. CA' 1 


(33 

V ' C’A 


’ B A C A '" ' 


B'A' ’ 


CB ‘ C'b’ 


C'B' 


• • 
' CB' * 


e poiché 














C’C C'C. 


AA'.A'C _ 


C'C. A A 


A’C 






C'A C'A 


.A A'. A’C 


' C'A. A'C 


"A V ’ 




CC' 


CC'.A A'.AC' 


CC'.A A' 


AC' _ C 


'C.A'A 


AC' 


"CA 7 


CA'.AA'.AC' 


~ AC'.CA' 


AA' C 


'A. A'C 


AA) ’• 



sostituendo nella prima'(33 , sarà pure 

A'C . »C A'C . BC/ 

(3 ' A'A BA _ AA' ' B'A 7 ’ 

Inoltre la seconda (33) ‘può scriversi ancora cosi: 

CA # C'A f/A' . CA' 

^ Tu' ‘ C'B' C'B " GB ‘ 

Or , la prima (33) Ita luogo perchè il rapporto anarmonico dei quat- 
tro punti A, B, C, C' è uguale a quello dé' quattro punti A', B', C', C; 
la (34) indica essere il rapporto de’ quattro punti A. B, C, A' eguale a 
quello de’ quattro A', B', C\ A; c finalmente la (35) ci mostra essere 
il rapporto enarmonica de’ quattro punti A, B'; C, C! egualp a quello, 
de’ quattro A', B, C', C. Ma questi due secondi sistemi traggpnsi dal 
primo , cambiando C' in A' o pure B nel suo- coniugato B ; ; iaonde 
si può concliiudcrc il seguente 

TEonEMA. — In sci punti in involuzione , qualunque sta la marnerò, 
con che se ne prendati quattro da le tre coppie di punii coniugati, il 
loro rapporto anarmonico e quello, de’ loro coniugali saranno eguali .. 

335. Da la (33) si ha : 

C'C.BA CC'.B'À' C'C.B'A'; 

• C'A.BC CA'.B'C' CA'.B'C' ’ 
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p quindi , facendo sparire i denominatori e cangiando BA in — AB è 
B'A' in — À'B' Oltieusi la relazione seguente : 

(36) ÀB.B'C'.CA'=— A'B'.BC.C'À, 

la quale s&te , In egual modo, ad esprimere f involuzione de’sei punii 
(A, A'\ (B. V). (C. C'). 

336. Se nella seconda (33) poniamo clic il punto C' passi a l’ in- 
finito, e si rappresenti con O ii coniugato l’„ avremo 

(37) — =^-, o vero OA.OA'^OB.OB', 

1 ' OA 1 

te questa formola Ìndica esser le due coppie (A, A' , (B. B') in iuvo 1 
luzione con la terza :0, x ). 

337. Sieno in involUzibnb Ì sei punti (A, A'\ B, B'), (C, C'\ noi) 
che gli altri sei (A, A'), (B, B'i, (C, C'), (D, D'), e sari : 

AB . GB AB'. C'B' A il . DB AB' . 

AB 7 ' CB' — TÌT ' "C'B ’ AB' * "DB 7- A B ' !)¥’ 

quindi 

CB . DB _ C'B' , DÌ»'. 

"CB* ‘ DB'~ C'B ‘ DB’ 

6 però può stabilirsi i! seguente 

Teorema.— -Ve rii Ire nipple di punii coniugali in involuzione , dui 
di esse Sono in involuzione con una quarta Coppia , i due punii di 
questa saranno fu involuzione aurora f on una de le due coppie già con- 
siderale a la terza. 

338. Dai due precedenti numeri si deduce che se (A, A'), (B; B') 
sono due coppie che formano ili involuzione tanto con (0,x ) che con 
(C, C) si ha : 

(38) ÒA.OA'=OB.OB'=OC.Ot' 

il che sì enùnzia nel qui appresso segnato 

Teoresi a. — Quando sei pumi posti irt Uria reita Sono in involuzio- 
ne , v' i Sempre su la stessa retta un certo punto tale , che il prodotto 
de le sue distanze da due punti coniugali è costante. 

Questo punto s’ addimanda centro de V involuzione o punto cen* 
troie (*); 

A 

(•) Cmst.Es — Opera cii., n.’ 197. — Si può notar» che, secondo la (37)» 
i due punti A. A' si trovano da una stessa parte rispetto ad 0, o in parti oppo- 
ste, secondo che lo stesso ha luogo pe’ punti B, B'. £ però 1* se i due sotameatf 
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È pur vero jl teorema reciproca; imperocché, poste le equazioni '38), 
se non è egli vero che il punto C' formi unu involuzione coi prece- 
denti cinque punti A, A', li, B 1 , C, sia allora 0* un altro punto che sod- 
disfaccia cotesta condizione. Si determini il punto O , sì che s’ abbia 
OA.OA'=OB.OB'; alloro, pel teorema precedente, dev’ esser parimente 
OA.OA , =OC.()C*; ma per ipotesi OA.OA — OG.OC', dunque il punto 
C* non può esser diverso da C. 

339. Dal precedente teorema si ricavano facilmente talune impor- 
tanti conseguenze , che qui appresso ci faremo ad esporre. 

Su i due semmenti AA’. BB' si descrivano due circonferenze qua- 
lunque , e sia M uno de’ punti d’intersezione, ed O il centro de l'in- 
voluzione. Si congiunga OM, e questa retta prolungata andrà a passare 
per l' altro punto de la intersezione comune de le due circonferenze. 
In effetti , se poniamo che quella retta incontri una circonferenza in 
un punto M’ c l’altro in un altro punto Al", allora, per un noto teo- 
rema di Geometria , dovrà essere : 

OM.OM'=OA.OA', OM .OM*=OB . OB 

ma, per ipotesi, OA.OA —OB.OB', dunque 0A1.0M'=0AI.0M", e 
però i due punti Ai', Al" non sono che un solo e medesimo punto, 
l’osto ciò si può stabilire il seguente 

Corollario 1 — Se dati tre seta menti in involuzione , si descriva su 
ciascuno una circonferenza in guisa che tutte e tre passino per un me- 
desimo punto , le Ire circonferenze si andranno ad incontrare in un se- 
condo punto, e la loro corda comune passerà pel centro de l' involuzione. 

Se i tre semmenti si prendano come diametri , nllora le tre cor- 
de , comuni ai tre cerchi presi a due a due , dovendo passare per lo 
stesso punto (il centro de l'involuzione) ed essere ad un tempo per- 
pendicolari a la stessa retta , che contiene i sei punti in involuzioni, 
formeranno una sola e medesima retta , corda comune de’ tre cerchi ; 
e però 

Corollario li. — Descrivendo su Ire semmenti in involuzione, presi 
come diametri , tre circonferenze , queste s incontreranno tutte e (re in 
due punti comuni. 

AA', BB', accedono l’uno nell'altro, il centro 0 de l’involuzione si troverà nel- 
la parte comune ; altrimenli se si trovasse in una de le porzioni non comuni, i due 
prodotti OA.OB, OA'.Oli' non nvrebber lo stesso segno; e se il centro 0 fosse in- 
teramente fuori de’ due semmenti , imo di que’ prodotti sarebbe maggiore de l’al- 
tro.— 2’ Se uno de’ semmenti cade tutto intero nell’altro, allora il centro 0 non 
può trovarsi che fuori di entrambi. — 3* Se i semmenti sono del tutto disgiunti. 
Il centro dee necessariamente cadere nel mezzo de l’ intervallo die li separa ; al- 
trimenti se si trovasse sopra uno di essi, i due prodotti, non avrebber lo stesso 
segno , e se fosse al di là di entrambi , i detti prodotti non potrebber mai esser 
Uguali * , 
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Scolio I. — I punti d'intersezioni potrebbero essere immaginari, © 
in questo caso si dice che i tre circoli hanno lo stesso asse radicale (*). 
Un tal caso ha luogo quando i punti dati sono talmente tra loro di- 
sposti che i tre semmenti non accedono I’ uno nell' altro. 

Scono 11. — La proprietà espressa nel corollario primo, ci porge il 
mezzo come determinare il sesto punto d' una involuzione, dati gli altri 
cinque. Sieno in effetti (A, A') , B, B') due coppie coniugate , C il 
quinto punto dato , di cui si voglia trovare il coniugato G', formante 
involuzione con i cinque dati. 

Su i due semmenti (A, A'), (B, B') come corde, si descrivano due 
circonferenze in modo che passino per un qual si v oglia punto comu- 
ne Al. Queste circonferenze s’andranno ad incontrare in un secondo 
punto Al'. Be' tre punti M, C, Al' si faccia passare una terza circonfe- 
renza la quale andrà ad incontrare la retta ÀA'BB'C in un punto C% 
che sarà il dimandato. 

3 iO. Pinti doppii nella involuzione. — Adendo considerare un 
altro caso particolare de l’ involuzione , poniamo che due punti d' una 
coppia coincidano , e sieno C, C'. Poiché per natura de l’ involuzione 
si ha : 

AB . A'B _ A B' . AB' 

"ÀG ' "VC “ A'C' * AC' ’ 

se , come s’ è supposto , i due punti C, C' coincidono , i semmenti 
AC, AC', non che gli altri due A’C, A'C' sono eguali ; e però, dino- 
tando con P il punto in che insieme coincidono C, C' t avremo : . 

AP^_ AB. AB' 

< 39 ) ^“""T'b.a'b’ 

Or, quest'equazione, che può ridursi a la sola incognita AP, mercè 
la relazione AP-Ì-PA'-l-A'A=o, è del secondo grado, e perciò indica 
che ci son due punti, reali o immaginari, ciascuno de' quali , consideralo 
come coniugalo di se stesso, forma involuzione con gli altri quattro A, A\ 
B, B'. Essi punti non posson giammai coincidere , e cosi ridursi ad 

(■) Per intendere il significato di questo vocabolo , è da osservare che due 
circonferenze , la cui distanza de’ centri è minore de la somma de’ raggi , si ta- 
gliano in due punti, i quali determinano una corda comune ; ma se la detta distan- 
za è maggiore de la somma de 1 raggi , quelle due circonferenze più non si taglia- 
no , e si dice allora clic la loro intersezione è immaginaria , e la stessa corda 
clic, in questo caso, geometricamente non può assegnarsi, fu detta dal sig. Pos- 
crlet corda immaginaria , e dal (iii LTira asse radicale. Il sig. PlQcier la de- 
nomina , in linguaggio germanico, chordale. Or, nel caso contemplato nello scolio 
interviene appunto che le distanze de' centri sieno maggiori de le somme de’ ri- 
spettivi raggi , e però le corde comuni sono immaginarie. 
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un solo, imperocché le radici de la (39 : non posson mai esser ugnali • 
de lo stesso segno (*). Dinotando con P, , P, detti punti , poiché per 
ciascuno dì essi la (39) deesi trovar verificata , sarà : 



AP,* AB. AB' AP.* 

TP,* - A'B.A'B'^X'P,* 



, e quindi 



( 40 ) 



AP, AP. 

A'P, A'P.’ 



avendo presi questi valori con segno contrario, altrimenti prendendoli 
entrambi con un medesimo segno, i due punti P,, P. coinciderebbero , 
il che non può essere. . 

« , • , „ BA BG B'A' . BC' , 

Partendo invece da 1 eguaglianza — — : — 77 ,= r • — rr » che 

68 B'A BC BA' BC' 

pur essa esprime l’ involuzione de' sei punti (A, A'), (B, B'), (C, C') , 
e supponendo coincidere gli ultimi due , si troverà , come qui innan- 
zi la relazione 



( 41 ) 



BP, _ BP, 
B'P, B'P. 



Or, queste due equazioni (40) e (41) indicano (n.° 298,7°) che 
ciascuno dei due punti ne’ quali coincide la coppia (C, C') divide armoni- 
camente ciascuno de' due altri semmenli AA', BB'. 

Non men vera è la proposizione reciproca , cosi che , se dati in 
una retta, quattro punti (A, A’), (B, B'), vi sono su la medesima retta, 
dw» altri punti , P t che dividono nel tempo stesso ciascuno de’ due 
semmenli AA', BB' armonicamente; ciascuno di que'due punti, consi- 
derato come coniugato di se stesso , forma un involuzione co' quattro 
punti dati. 

E per fermo , si ha per ipotesi (n.° 266) 

2 1 .11 t 1 

P,P t “ P I A + P,A' — Ì\B 7 ” f P,B' 



I*) In effetti, chiamando m il secondo membro di quelPequazione , e ponendo 
AA r =a, AP==a:, e quindi AT^ar— a, si avrà : 

x*=m(x — a), o vero x* — m'.r— a ’=o , 



donde si trae 




1+V/m ’ 




1 — \’m 



ftè questi valori posson essere uguali , per qualunque siasi valore di m, 
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* 

« quindi consegue successivamente 

1 1 / 1 1 \ P.B^P.A P,B— P,A' 

P,A PjB \P,A' P.B'j’ P,A.P,B P.A'.P.IF’ 



AB 

P,A.P,B 



AB' 

P.A'.P.B'’ 



AB.P.A'.P.B^— A'B'.P.A.P.B, 



laonde P, , consideralo come coniugato di se slesso, forma involuzione 
con A, A', B, B' (36,335). Altrettanto si dimostra per P.. 

Scolio. — Se P,, per esempio , passa a l’ infinito , allora le (40) e 
(41) danno AP^P.A', BP^P.B', e quindi il punto P, cade nel mezzo 
di ciascuno de' due semmentl AA', BB' ; o vero i punti medi de' due 
semmenti coincidono col centro de l' involuzione. 

341. Rappresentando, come al solito, con (A, A'), (B, B^, (C, C') 
le tre coppie di punti in involuzione , e con P„ P, i due punti di che 
è discorso ne’due precedenti numeri; questi punti, godendo la proprietà 
in detti numeri enunziata rispetto ai semmenti AA', BB', la godran 
parimenti rispetto al semmento CC' (n.° 337, teor.). laonde si ba il 

Teoreua. — In tre coppie di punii in involuzione t>’ Itati sempre due 
punti, reali o immaginari, i quali dividono armonicamente i tre sem- 
menti formali ciascuno da ciascuna coppia. 

Questi punti sono stati dal prof. Cuasi.es appellati punii doppi 
de V involuzione. , 

342. Poiché , dinotando cou O il centro de l’ involuzione , si ha 
(38,338) 

oa.oa'^b.ob=(^=oF;, 



e poiché i punti P, , P„ non coincidono (n.° 338), devesi avere OP,= 
— OP,. laonde il centro de l' involuzione divide per metà la ji istanza 
tra i punti doppi. 

343. Dopo il precedente esposto , egli è agevole determinare la 
posizione di questi tre punti. Imperocché, dinotando con (A, A'), B, B ) 
(C, C') le tre coppie di punti in involuzione, e con O il centro, densi 



OA 

avere 

OB 



o vero AB' : BA': 

BA' 



:OA : GB , e però se pc' punti 



A, B (/ty. 51) si conducano due reite parallele AL, BM, eguali rispet- 
tivamente ai due semmenti AB', BA', e si congiunga la LM , questa 
prolungata incontrerà la AB' nel chiesto centro 0. In effetti , secondo 
questa costruzione , la proporzione precedente rimane verificata. 

Fissalo così il centro, si avranno i due punti doppi, descrivendo 
una circonferenza sul semmento AA' (o pure BB',’, innalzando dal cen- 
tro O Ja OS perpendicolare ad AA', e prendendo 0P,==0P.=ON. 
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344. Posto die sopra una retta sienvi le tre coppie di punti ìq 
involuzione (A, A'), (B, B'), (C, C'), si prenda su la stessa un punto 
qualsivoglia M ; e dinotando con P, , P, i due punti doppi de l’ invo- 
luzione , avremo (n.° 341 e n.° 293,2°) : 

AP, A'P, MP t — MA MP,— MA' 

— , o vero — — , 

AP, • A'P, MP,— MA MP,— MA’ 



è quindi 

(MAH-MA')(MP I +MPJ=2MA.MA'-)-2MP 1 .MP,. 

Ma, dinotando con Q, il punto di mezzo tra A ed A', con 0 quello 
Ira P, c P, si. ha (n.° 294, teor. 11): 

MA+MA'=2MQ, , MP,-|-MP.=2M0 , 

dunque , sostituendo , s’ avrà : 

(42) - MA.MA'-t-MP,.MP,=2MQ,.MO. 

Similmente s'otterrà : 

i MB.MB'-t-MP,.MP,=2MQ,.MO, 

( MC.MC»+MP l .MP.=2MQ,.MO, 

'essendo Q, il punto di mezzo del semmento BB', e Q, quello di CC'. 

Posto ciò, moltiplicando la (42) per Q„Q, , la prima (43) per Q,Q 
e la seconda per Q,Q, , addizionando i risultamenti , e tenendo pre- 
sente che (2,291 e 12,298) 

Q.Q,-+-Q,Q,-l-Q 1 Q,=o , MQ,.Q,Q,4-MQ,.Q,Q,+MQ,.Q,Q.=o, 
e' otterrà finalmente : 

(44) MA.MA'.Q,Q,-+-MB.MB'.Q,Q,-t-MC.MC'.Q,Q,=o. 

Cotesta elegantissima formolo vale a rappresentare l' involuzione di 
sei punti, mercè un altro punto variabile preso su la medesima retta. 

E volendo introdurvi i rapporti anarmonici si potrà farlo dividen- 
dola per l' ultimo termine, il che, tenendo conto de' segni nell' invertire 
1’ ordine de Jc lettere in un semmento , darà : 

MA. MA' 0,0, MB. MB' 0,0, 

. MC.MC' ' 0.Q, + MC?MC r ' Q,q, ~~° i 
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quindi , dinotando con N il punto situato a l’ infinito , si potrà scri- 
vere quest’ ultima equazione cosi : 



/MA 


. NA\ 


/MA' 


* 


'Q.Q, 


NQ.> 


\MC 


' NC ) 


\MC* 


‘ NC' /v 


\Q.Q. 


NO,; 


/ MB 


NB\ 


/ MB' 




0.0, 


NO,' 


\MC ‘ 


NCf / 


\ M C~ ' 


NC'A 


0.0. 


* NO,. 




e sotto questa forma , poiché non contiene clic rapporli anarmonici , 
può valer pure quando il punto N è a distanza finita. Ma in tal caso 
i punti Q,, 0,, Q, non sono piti i punti medi de’ semmenti XX.', BB', 
CC', si bene Q, è coniugato armonico di N, rispetto ai punti A, A'; 
0, è coniugato di N, rispetto ai punti B, B , e finalmente Q, lo è ri- 
spetto ai punti C, C'. 

Or, moltiplicando l’ultima equazione per — MC.MC'.Q,Q > .NQ 1 , 
e dividendola per NC.N’C', la si cambia iu 



v ' NA.NA ‘ NB.NB NC.NC' * 



Pertanto quest’equazione rappresenta l'involuzione di sei punti, 
merci due punti arbitrari M, JV; e si può ridurla a contenere il solo 
punto N, supponendo che l’ altro coincida con uno de’ punti dati e sia 
A. Cosi facendo ottiensi : 



, AB. AB' . MCMC’ _Q.Q, . NQ^ - 

■ NB.NB' ‘ NC.NC' 0,0, ’ NQ, ' 

345. Se nella (44) si supponga il punto arbitrario M coincide» 
con A, essa addiviene 



AB.AB'.Q,Q,+AC.AC'.Q I Q ,=o ; 

_ . AB.AB Q,Q, 

ma Q,Q.= Q.Q.. imnd, 

Facendo a Io stesso modo coincidere M con B o con C, ed M' 
successivamente con A', B\ C' si troveranno altre cinque equazioni a- 
naloghe a la precedente , e tutte insieme formano il sistema seguente : 

! AB.AB 1 _ 0 , 0 , BC.BC' 0 , 0 , CA.CA' Q.Q, 

ACTàC 5 Q,Q, ’ BA.BA'”aQ7’ CB.CB' O^T' 

A'B.A'B' 0 , 0 , B'C.B'C' Q.Q, C'A.C'A' Q.Q, 

A'C.A'C' 0 , 0 , ’ BXB'A 1 Q.Q, ’ C'B.C'B' - Q.Q. ‘ 
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Da queste primamente si traggono le tre seguenti : 

AB.AB'_^ A'B.A'B' BC.BC' B'C.B'C' CA.CA' CA.C'A' 
‘ AC.AC' A'C.A'C' ’ BA.BA' B'A.B'A' ’ CB.CB' ~ C'B.C'B' 



Inoltre, moltiplicando le prime tre o le seconde tre per ordine , le due 
prime de la prima linea per la terza de la seconda , la prima ed ulti- 
ma de la prima linea con la seconda de la seconda , ed infine la pri- 
ma de la prima linea con lo seconda c terza de la seconda, si trove- 
ranno le altre quattro equazioni distinte : 

! AB'.BC'.CA'=— A'B.BC.C'A , 

AB'.BC.C'A — — A'B.B'C'.CA , 

AB.B'C'.CA'= — A'B'.BC.C'A , 

AB.B'C.C'A'= — A'B'.BC'.CA , 



346. Giova notare come ciascuna de le uguaglianze (47) e (48) 
ai può sempre scriverla sotto forma di eguaglianza di due rapporti enar- 
monici tra quattro de’ sei punti dati e i quattro coniugati (*) : e però 
se i sei punti sono in involuzione, come si è supposto, quelle sei •- 
guaglianze debbono aver luogo. Per contro, poiché ciascuna di esse 
esprime che i sei punti sono in involuzione , appunto perchè iodica il 
rapporto anarmonico di quattro de’ sei punti eguale a quello de’ quattro 
.coniugati, ne segue pel teorema del n.° 334 che, avendo luogo una 
qualunque di esse, debbono aver parimente luogo tutte le altre. 

347. E giova notare ancora come , in tre semmenti in involuzio- 
ne, se uno di essi accede in un secondo, accederà pure nel terzo. E per 
fermo, quando il semmento A A', per esempio, accede nell’ altro BB', 
lino de’ due punti A, A' sta nel semmento. BB', e l’altro al di fuori 
di questo semmento , si che i due prodotti AB , AB' ed A'B , A'B' 



f) Ciò è evidente per le (-47), e. si ha subito da la prima di esse l'uguaglianza 
AB . A'B A'B' . AB' 

"ac ‘ VC^VC 7 ' AC 7 ’ 



che indica essere il rapporto .inarmonico dei quattro punti A. B, C, A 1 eguale a 

? uello de’ quattro coniugati A'. B’, C, A. Ma si trac aurora da la stessa prima 
altra eguaglianza 

AB . A B A B' . AB' 

AC' ' À 7 ^ - AC' ’ A'C'’ 



che esprime come il rapporto anarmonico do' quattro punti A. B. C'. A’ sia eguale 
a quello de' quattro omologhi A'. B' : C, A. Cosi, ognuna de le (47) dà luogo a due 
uguaglianze tra rapporti enarmonici. 

Iti ordine a le (48) poi è da riflettere che si può introdurre un (attore nei 
duo luetnliri, formato da due punti omologhi, i quali formeranno con due altri di 
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saran di segno contrario, c però secondo la prima de le (47) i due pro- 
dotti AC, AC' e A'C, A'C saran pur essi di segno contrario , e uno dei 
due punti A, A' «idra sul semmenlo CC' e l’ altro fuori , o vero il 
semmento AA' accederà nel semmento CC'. 

348. È manifesta la composizione di ciascuna equazione del siste- 
ma (47), contenente otto semmeuti. In ordine poi a le (48) si può 
pure stabilire una regola mnemmonica per la loro composizione : in 
effetti, tenendo presente l’ultima di esse, si scorge che per formarla 
basta prendere il semmento AB , quindi un altro semmento. formato 
dal punto coniugalo di B', e da un altro punto C de la terza coppia, 
e finalmente un terzo semmento formato dal coniugato di quest’ ulti- 
mo e dal coniugato A' di A nella prima coppia. Si forma un prodot- 
to di questi tre semmenti , e se ne ha il primo membro de l’egua- 
glianza ; indi si scrive lo stesso prodotto col segno cambiato , badando 
però di toglier gli apici a quelle lettere che li hanno e darli a quelle 
che non ne hanno, e questo secondo prodotto sarà il secondo membro. 

349. Dopo tutto il precedente, egli è agevole stabilire talune pro- 
posizioni , relativamente a la divisione omografica in involuzione. 

E primamente si può provare come, essendo date due coppie di 
punti (A. A') (B, B ), si possa effettuare la detta divisione. In effetti, 
per mezzo de’ quattro punti dati e d’ un quinto C, preso ad arbitrio 
su la medesima retta , puossene determinare un sesto C', in guisa da 
essere le tre coppie (A, A'), (B, B') (C, C') in involuzione (n.° 339, 
scol. II.). Al modo stesso si posson determinare quante altre si vogliali 
coppie (D, D'), (E, E'j, ec., ciascuna de le quali insieme a le date for- 
mino involuzione. Cosi essendo, c dinotando con 0 il centro de l'in- 
voluzione de le tre coppie (A, A'), (B, B'), (C, C'), avremo OA.OA — 
OC . OC'=costa n te . 

Or, questa uguaglianza primamente ci mostra che i due punti C, 
C' forman divisione omografica (n.° 315 teor.) : inoltre la detta - egua- 
glianza non si altera col mutare C in C', e reciprocamente. E però » 

un altro semmento, non contenente i punti dati, un rapporto anarmonico eguale a 
quello de’ coniugati. Cosi, moltiplicando i due membri de la prima (181 per AA' , ti 
può essa scriverla sotto la forma seguente : 

A' A.AB'.C’B.CA — AA'.A'B.CB'.C’A, 

donde 

A'A . C’A AA' CA* 

"aÌT ' CB~~ AB 7 * CB' ’ 

la quale indica essere il rapporto anarmonico de’ quattro punti A. B. C r , A' fgnafe 
a quello de’ quattro coniugati A', B'. C, A. Allo stesso modo si hanno altre due 
eguaglianze introducendo i fattori BB 1 , o CC'. Pertanto ciascuna de le (481 si può 
in tre maniere scriverla sotto forma di uguaglianza fra due rapporti anuruiouict dei 
sei punti dati. 
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considerando il punto C' come appartenente a la prima divisione, esso 
avrà per omologo nella seconda il punto C, vale a dire che il punto C', 
considerato come appartenente sia a la seconda sia a la prima divisio- 
ne, ha sempre per omologo C. Or, questo appunto (n.“ 333] è il ca- 
rattere de la involuzione in due divisioni omografiche. ' 

350. È da notare come il centro O de l'involuzione de le tre cop- 
pie (A, A'), (B, B'j, (C, C'] sia sempre lo stesso per qualunque altra 
involuzione di sei punti , dei quali quattro sono i dati A, A', 11, B 1 . 
E per vero il punto O è quello in cui la corda comune ai due circoli 
descritti su i semmenti A, A', B, B' incontra la retta che passa per 
questi punti (n.° 3-39). Laonde dinotando, in generale, con M, M* due 
punti omologlii , 1' equazione clic può rappresentare la divisione omo- 
grafica in involuzione , sarà : 

(49) OM.OM'=X , essendo 1 una costante. 

E di più se il centro cade nel mezzo di un semmento , esso è 
pure il punto medio di ciascun altro semmento (n.° 340, scol.). 

351. Dal n.° 332 poi si rileva che se in due divisioni omografi- 
che sievi un punto che goda de la qui innanzi enunziala proprietà, lo 
stesso avrà pur luogo per qual siasi altro punto de la medesima divisio- 
ne , e però 

Teorema. — Perchè due divisioni omografiche sopra una stessa retta, 
sieno in involuzione , egli è necessario e sufficiente che un qualunque 
punto di questa retta , considerato come appartenente sia a la prima 
sia a la seconda divisione , abbia in ambi i casi lo stesso punto omo- 
logo. 

352. Ancora, nel n.° 323 si è veduto come sia sempre possibile 
in due divisioni omografiche, prendere, a partire da un punto dato di 
una divisione , due semmenti rispettivamente eguali a quegli omologhi 
de l’ altra divisione, uno de lo stesso segno, l’altro di segno opposto. 
Quindi se A, A' sono due punti omologhi di due rette omograficamente 
divise , e B, B' i punti omologhi , determinali come ora è dello , i 
semmenti AB, A'B' saranno eguali, e si potrà soprapporrc le due rette 
talmente che A cada in B\ ed A' coincida con B. Cosi essendo, il 
puuto A, considerato come appartenente a la prima divisione, ha per 
omologo A', e considerato come appartenente a la seconda avrà pure, 
in tal caso , per omologo A'. Pertanto può stabilirsi il seguente 

Teorema. — Si può sempre soprapporre due rette omografiche in gui- 
sa che le due divisioni omografiche sieno in involuzione. 

353. Da ultimo è da notare che le divisioni omografiche in invo- 
luzione han tutta la generalità di due divisioni omografiche qualunque, 
e il loro carattere distintivo si è propriamente quello che due punii 
M, M' si posson l'uuo nell’ altro mutare, e reggerà tuttavia l'equazio- 
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no che rappresenta la divisione : ciò richiede necessariamente , e solo 
ciò che l'equazione sia simmetrica' rispetto a quei punti. Tali appunto, 
sono 1' equazione (49) e In (32,332), non che le altre due 



( 50 ) 



P,M P f M' AM. AM' 

Ì\M — ~ P,M' ’ A'M.A'M' 



ARTICOLO IV. 



Retta omografica con un fascio. — Fasci omografici. 



354. Definizione. — Se una retta ed un fascio sono proiettivi , c 
il rapporto anarmonico di quattro punti qualunque de la retta è ugua- 
le a quello de le quattro rette corrispondenti del fascio, la retta è omo- 
grafica col fascio, o vero la retta e il fascio sono omografici tra loro. 

Le cose precedentemente esposte sono sufficienti a poter porre le 
proposizioni seguenti : 

I. — Una retta prospettiva d’ un fascio , o in altri termini una tra- 
sversale d’ un fascio è omografica con questo (n.° 304). 

II. — Una retta proiettiva d’ un fascio è omografica con questo , se 
essa è omografica ad altra retta prospettiva del medesimo fascio. 

III. — Dinotando con A, B, C tre punti fissi de In ritta (R) e con 
a, b, c le tre rette corrispondenti nel fascio (F): dinotando inoltre con 
M un punto variabile de la retta c con m la corrispondente retta del . 
fascio, l’omografia di questi due sistemi viene, in generate, espressa 
da l’ equazione 

AM _ BM sen(a, m) ; sen(b, m) 

AC BC sen(a,'c) sen(b, c) ’ 



la quale , messo il rapporto costante 



( 1 ) 



AC t sen(a, c) 
BC ’ scn(b, c) 



l , prende la forma (2) 



AM , sen(a, mi 

BM senfb, mi 



355. Definizione. — Due fasci sono omografici , quando prese quat- 
tro rette qualunque di uno , c le quattro corrispondenti nell’ altro . il 
rapporto enarmonico de le prime è uguale a quello de le seconde. 

Si può dimostrare, come al n.° 313, esser sempre possibile, dato 
un fascio di rette , costruirne un secondo omografico al primo. 

356. Poiché ogni retta prospettila d’ un fascio è omografica con 
lo stesso (n.° 354), cosi è chiaro che due fasci saranno omografici tra 
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loro, quando due rette prospettive, ciascuna di ciascun fascio, sono 
omografiche tra loro; o pure quando una stessa trasversale di entram- 
bi i /asci , dà luogo a due divisioni omografiche. 

Reciprocamente. — Se due rispettive trasversali di due fasci sono 
tra loro omografiche , i fasci essi stessi saranno omografici. Da ciò se- 
gue il . 

Teorema. — Se due fasci (F), (F') (fig. 54) sono talmente posti che i 
toro raggi corrispondenti si tcglino a due a due in punti messi sopra 
una stessa retta (R) , quei fasci sono omografici. 

Imperocché la trasversale comune (R) ò omografica con ciascuno 
■di ' que' fasci. 

In questo caso egli è chiaro , che la retta congiungente i centri 
(F), (F) de’ fasci ò la riunione di due raggi omologhi, e però è detta 
raggio comune. 

Reciproca vi ente- — Se due fasci omografici sono talmente posti che la 
congiungente i centri, considerata come raggio appartenente ad uno, è 
essa slessu f omologo nell' altro, gli altri raggi del primo incontreranno 
rispettivamente gli omologhi nel secondo in punti messi per dritto. 

Ciò risulta dal secondo leor. del n.° 307. 

357. Due fasci omografici ed un terzo sono omografici tra loro, 
(numeri prec. e n.° 314). 

358. Messe queste definizioni , e tenendo presente il corollario I. 
del u. n 305 , ci sarà agevole stabilir le equazioni rappresentanti la o- 
mogrnfiu di due fasci. 

Sieno pertanto due fasci di rette (F), (F) omografici tra loro, ed 
(RI, R') due trasversali rispettive. Queste saran pur esse omografiche 
ili." 350) , c se dinotiamo con A, B, C, M quattro punti de la prima 
(il quarto essendo variabile) ed A', B', C', M' gli omologhi de la se- 
conda , avremo, per rappresentare la omografia di queste rette, una 
qualunque de le equazioni seguenti: (numeri 315, 321,325). 




AM A'M' 
BjF~ ' B'M' ’ 



64) v 



AM 



C'M' 



BM B'M 1 



= 1 , 



(S) 



AM 

CM 



B'M' B'C' 
D’M' D'C' 



AM AD B'M' AD B'A' 
CM ~ Dì)" D'M' ^ CD ' D'A 7 




AM B'M' AM B'M' 

* . U). U U t-V=0. 

CM D'M' CM ^ D'M' 



Tulle le precedenti equazioni rappresentando l'omografia de Ir due 
rette R), (1F , dinotano clic il rapporto anarnionico di quattro qualsi- 
voglia punti de la (R) ò uguale a quello de’ quattro corrispondenti de la 
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(R')> c quindi dinotano ancora che il rapporto de le quattro rette del 
fascio (F), corrispondenti ai quattro punti de !a retta llj, hanno .il loro 
rapporto anarmonico eguale a quello de le quattro corrispondenti rette 
del fascio (F'), che corrispondono ai quattro punti de la (R'). Pertanto 
le (3), (4), (3) rappresentano nel tempo stesso In omografia de’ fasci 

(F). (F'). ' 

339. Ma per rendere quelle equazioni dipendenti da gli clementi 
de’ fasci, dinoteremo cou a, b, c, m le rette del fascio (F), corrispon- 
denti ai punti A, B, C, M de la retta (R), e con a', b', c\ m' quelle del 
fascio (F') corrispondenti ai punti A 1 , B\ C', M' de la (R r ). Essendo 
(R) ed (F) due figure omografiche , egualmente che (R') ed (F'), se di- 
notiamo con h e h' due coefficienti costanti, dovrà aversi secondo la (2): 

AM sen(n, m) AC sen(n, c) 

1 — -tx —————— | fi ■ — , « 

BM sen^b, m) BC scn(b, c) 

A'M' sen(a', m') A'C' , scn(a\ c'j_ 

B'M' scn(b', m') ’ B’C' * sen'b’, c')* 




laonde la (3) diviene : 
(8) 



sen(a, m) , scn(a', m') 



sen(b, m) sen(b', m’) 
xA' 

avendo messo X in luogo de la costante 

h 

Questa prima equazione a due termini rappresenta tomografia di due 
fasci , ove a, b, a', b' sono rette fisse ed m, m' sono variabili. 

360. Analogamente a le (7) avremo le altre equazioni 

C'M' scn(c', m') B'M' ^ sen(b', m', 

‘ B'M' sen(b\ m') ’ D M' Sen(d', m') 



quindi, in virtù de la prima (7) c prima (9), la (4) diviene : 



m 



sen(a, m) 
senfb, m) 



sen(c\ m') • 

IX 1 

sen(b , ra ) 



avendo messo X, e p in luogo di àx e kp. 

Questa seconda equazione a tre termini vai pur essa a dinotare 
l’omografia de’ due fasci. 

361. In fine essendo ancora 



AM scn(a, m) 

CM ,scn(c, m)‘ 
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lo (5) e 



(1 0 



Ti) divengono : 

' senio, m) sen(b', m') sen(b', c') sen(a, m) 

sen(c, m) senld'.m 1 ) sen(d', c') ’ sen(c, m) 

sen(a, d) sen(b' m') sen(a, d) sen(b' t a') 

^ sen(c, d) sen(d\ m') sen(c, d) ’ sen(d', a') 



( 12 ) 



sen(a, m) 
sen(c, m) 



senfb', m') 
scn(d', m*) 



scn(a, m) 

; r-Hf* 

scn,c, m) 



sen(b', m') 
— — r-H» 
sen(d , m ) 



Ciascuna di queste equazioni a quattro termini , vale ancora a rap- 
presentare f omografia de’ due fasci. Di più nella (12) !,[*,» son messe 

in luogo di —, , , — — 

6 *' k" k’k" 

362. Ciascuna de le precedenti equazioni può assumere forme pii. 
semplici, assegnando talune particolari posizioni a gli elementi fìssi, 
ma arbitrari, dei fasci. Così: l.° ponendo che le rette fisse a, b sieno 
ortogonali, egualmente che le due a', b', la (8) diviene : 

(13; tan(a, m)==> tan(a', m'); 



2. " Similmente se a, b sono tra loro perpendicolari , parimente che 
h', c', allora la (tO; diviene : 

(14) b— — r — t-=l* o pure -(16) ) tan(a, m)-bu tanfc'.m, 1 =1; 

tan b, m) tan(b , m') 

c facendo uso di' quest’ ultima equazione convien tener presente che le 
due rette a, c' de’ due fasci, supposti dati, devono essere perpendico- 
lari rispettivamente a due rette corrispondenti b, b 1 de’ medesimi fasci. 

Scolio. — Da la (14) si scorge che è sempre possìbile, in due fasci 
omografici , determinare in uno di essi due raggi che facciano con un 
raggio- dato due angoli eguali rispettivamente ai loro omologhi nell’al- 
tro fascio, l’uno con Io stesso segno, l’altro col segno contrario. Ed 
in cfTetti , ponendo b in luogo di b' in (14)," s’avrà l’equazione 

tanfb, m)=X±(/, 

che soddisfarà a la quisiione. 

3. " Ponendo da ultimo che sieno perpendicolari le a, c, insieme a 
le h', d', allora la (11) diviene 

t fan a,m tan;b', m' — tan(b', c';tan ’a, m ) 

I — tare a. d*tan(b', m') — tan(a, d)tan.h', a';) - ' ’ 
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e la (12) diviene : . 



(17) tan(a, m)tan(b', m')-|-Han(a, m)-f-ptlin(b', itt')-4-v=o. 



363. É pure da notare il raso in cui le rette di uno de' fasci 
sieno tra loro parallele , il che ha luogo quando il centro del fascio 
passa a l' influito. In questo caso il prof. Chasi.es (*) ritiene per rap- 
porto anarmonico di quattro rette parallele quello de' quattro punti in 
che esse sono intersogate da una quinta. Or, questo caso che può. dir- 
si quello de V omografia <f un fascio e d' una reità , lo si deduce im- 
mediatamente da le fomiole (3), (4) e (6), sostituendo i rapporti dei 
seni a quello de' semmenti per solo un fascio, e poniamo che sia quel- 
lo espresso da (F). Cosi avremo : 



(18) 



(19, 

sen(b, m) B M 



sen(a, m) C’M' 
senfb, m)~* ‘ B'Al' 



senfa, m) B'M' sen(a, m) B’M' 

(26) — • — ; — - — |— \ r* —1“ s r|- v — O , 

sen(c, m) D M sen(c, m) ‘ 1) M 

e ciascuna di queste equazioni può prendere due altre forme , secondo 
che si suppone B' o A' nella (18); B' o pure C' nella ( 10); D' o pure 
B' nella (20), passare a l’ infinito , c si ha : 



( 21 ) 

(23) 

(25) 

(26) 



sen(a, m) 



= >. A'M', (22) 

ten(b, m) • 

sen(a, m, o r \M’ _« /àe, , v— , / ( - , 

\ H P C M — 1 , v 2i A ¥ , i H- - -■ — I 9 



sen(a, m) 1 
sen(b, m) B'M 1 ’ 
sen a, m) u 

' i -4*-— 

sen[b, m) B'M' 



sen(b, m) 

bm+ ! 2^2}+, «•.«•+.=„ . 

scn(c, m) seme, m) 

sen(u. m) 1 _ sen(a, m) u. 

sen(c, m) D'M' son v c, mj~^ 



364. Si tenga presente che in tutte le equazioni sin ora stabilite, 
le costanti l , p , » hanno valori affatto arbitrari , finché non sien date 
di posizione le due figure omografiche, de le quali quelle equazioni rap- 
presentano la divisione. 

365. Giova notare , come è manifesto , che due fasei tali che gii 
angoli dt uno sieno rispettivamente eguali a quelli de l'altro, sono omo- 
grafici tra loro. 

(') Geometrie superigli re ; pag. f*. 
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306. Fasci omografici concentrici. — Raggi doppii. — Allorché 
due fusci omografici Iianno lo stesso centro , una retta trasversale di 
entrambi darà luogo a due divisioni omogrnliche sopra una stessa retta, 
; le quali avran due punti doppi (n.° 327), tali cioè che ciascuno conside- 
.rato come appartenente ad una divisione, ha per omologo se stesso nel- 
l’altra. Lo stesso, quindi, aver deve luogo per le due rette de’ fasci, le 
quali passano per cotesti punti , ed è perciò che tali rette sono state 
denominate raggi doppi. Per determinarne la posizione poniamo prima- 
mente che i due fasci (F), (F') sieno concentrici , e che nelle equa- 
zioni (11) le due rette a, c del primo fascio coincidano con le due 
h,' d' del secondo, il che è sempre possibile, perchè a, c, b', d' hanno 
una posizione arbitraria. In questo modo la retta c può considerarsi 
come appartenente si al secondo che al primo fascio , e quindi se di- 
notiamo con r, ri le rette corrispondenti nel primo e nel secondo, al- 
lora, nella (11) converrà sostituire a le rette c 1 , d le due ri, r, e s’avrà: 



(27; 



sen(a, m) sen(a, m') seri(a, ri) sen(a, m) 

sen(c, m) scn{c, m') sen(c.r') sen(c, m; 

sen(a, r) senfa, m') sen(a, r) sen(a, a') 
1 _ 



sen(c, r) sen(c, m') sen(c, r) sen(c, a') 



indi perchè le due rette m, m' non ne formino che una soltanto, do- 
vrà essere : 



fscn(a, m)V fscn(a,ri) scn(a, r) Tscn(a, m) sen(a, r) sen(a, a 



(28 if sen ( a » in )T f scn(a,r') ^ scn(a,r) jsc 
|sen(c, m)l jsen(c,r') scn(c,r)|se 



') sen(c,r)jsen(c,m) sen(c, r) sen(c, a') 

Quest' equazione varrà a determinare i raggi doppi. E se , come 
è sempre possibile, le due rette fisse, ma arbitrarie a, c le si prenda- 
no ad angolo retto, allora la precedente equazione può prender una de 
le due forme più semplici 

(29) tan’(a, m) — [tan'a, r)+tan(a, r')]tan(a, m)+-tan(a, r)tan(a,a')=o, 
,, (30) cot*(c, m) — [cut(c, r)-+-cot(c, r')]cot(c, m)-+-cot(c, r)cot(c, a')=o. 

367. La stessa ipotesi può farsi ancora su l’ equazione generale 
(27) rappresentante l’omografia di due fasci concentrici, e s’avranno 
le due più semplici : 

( tan(a,m)tan(a, m') — tanfo, ri)tan(a,m) ) n 

** ' l — tanfo, r)tan(a, m')+tan(a, r)tan(a, a') j * 

(32) ( col(c,m)cot(c, m') — cot(c, r')cot(c,m) 1 

( — col(c, r)cot(c, m')-f-cot;e, r)cot(c, a') ) 



-O . 
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368. È da tener presente, facendo uso di quest’ ultima equazio- 
ne , che la retta c è affatto arbitraria , e considerata come appartenen- 
te al secondo fascio ha per corrispondente r nel primo , e considerata 
come appartenente al primo ha per corrispondente r' nel secondo. La 
a' poi è una retta la cui corrispondente è perpendicolare a la c. 

369. L'equazione (28) può avere le sue radici reali ed uguali, e 
può averle anche immaginarie. Nel primo caso i raggi doppi de le due 
divisioni saranno coincidenti, e nel secondo caso saranno immaginari. 
In questo secondo caso , poniamo che i due fasci (F) , (F') , già con- 
centrici in (C), sien tagliati da una medesima trasversale (T) su la qua- 
le si troveranno, perciò, segnate due divisioni omografiche che avran- 
no i punti doppi immagginarì , e per conseguenza vi sarà un punto 
(u.° 331) donde i semmenti AA', BB'.ec. compresi tra i punti di di- 
visione omologhi saran veduti sotto angoli eguali APA', BPB', ec., e 
nello stesso senso di rotazione formati. Posto ciò, poniamo che il pia- 
no di questi angoli, il quale contiene la trasversale (T) ruoti intorno 
a questa retta , e si fermi in una posizione inclinata a la prima, li 
punto P prenderà una posizione P' e gli angoli AP'A', BP'B', ec. ri- 
marranno tuttora eguali e nello stesso senso di rotazione, ed è age- 
vole il riconoscere che questi angoli sono la prospettiva de gli angoli 
ACA', JìCjB', ec., qualunque sia il punto de la retta CP' dal quale si 
guardano ; reciprocamente questi angoli si possono considerare come 
ia prospettiva di quelli. Quindi 

Teorema. — Se due fasci concentrici hanno i raggi doppi immagi- 
nari , *t posso n sempre considerare come la prospettiva di due altri fa- 
sci anche concentrici, ne' quali gli angoli formati dai raggi omologhi sono 
eguali, e nello stesso senso di rotazione formati. 

ARTICOLO Y. 

Fasci ir involuzione. ■ • * 



370. Nel n.° 33-i abbiam dato la definizione di sei punti in in- 
voluzione , quindi abbiamo esposto i caratteri principali di questo si- 
stema , e da ultimo abbiam dichiarate le proprietà principali de la di- 
visione omografica in involuzione di due rette. Passando ora ai fasci, 
comincorcmo dal caso di un sol fascio di sei rette , e supponendole 
divise in tre gruppi (a, a'), (h, b'), (c, c'), contenenti ciascuno due rette 
coniugate , diremo, esser cotesto fascio in involuzione quando , prese 
quattro rette qualunque ne’ tre sistemi . e sieno a, b, c; c', il loro rap- 
porto ananwmico è uguale a quello de le quattro coniugate a', b', c', e. 

Dal corollario li del n.° 305 risulta immediatamente che, ogni 
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retta prospettiva d' un simil fascio ha essa puri; i suoi sei punti pro- 
spettivi in involuzione. E segue ancora dal cor. I de lo stesso numero 
elio, le formole atte a rappresentare l' involuzione del proposto fascio 
si deducono da quelle già trovale per sei puuti in involuzione , quan- 
do quoto ultime contengano rapporti nnannonici o sieno conseguenza 
di altre relazioni fra questi medesimi rapporti. Così, le (33,334; 36. 
333; 43,344) danno, per esprimere la involuzione del fascio in quistio- 
ne . le formole seguenti : 

^ I j sen(a, b).sen(c, c') sen(a', b')..sed(c', c) 

sen(a, c')-sen(c, b) seii(a', c).sen(e', b')’ 



( 3 ) * 



(•2) sen(a, b)sen(b', c')scn(c, o')= — sen(a', b')sen(b, c)sen(c', a) 

scn(a‘, m)sen(a, in) 
senta, assenta, n) 



( ^ a ^ ) ^ a - Ui) sen (l ., q ,)sen(n, q^-!!^ b ^ , ^s ( <n(q J , q Jsen(«,q l ) 



sen(n, b)sen(n, b') 

sen(m,c)sen(in,c') , , . , 

— v — L — 'son(q,, qjsen(n, q,)=o. 

sen(n, c)sen(n, c 1 ) 



In quest’ ultima formula i due raggi m, n sono arbitrari , e inoltre q, 
è coniugato armonico di n, rispetto ni due a, a'; cosi ancora q t , q, 
sono coniugati ancora di n, il primo rispetto ni due raggi b, b', l’al- 
tro rispetto ni due c, c\ 

Or, siccome i due ràggi ni, n sono arbitrari possono essere scelti 
in guisa da essere ortogonali allora la forinola (3) può prender fona 
o I’ altra de le due forme seguenti : 

^ ! » , »(q ..q,)*en (n, q.) | sen(q„q, )sen(n,q. ) senfq, , q,)scn(n, q,) __ p 

tan(n, a)tan(n, a') tau(n, b)Lau(n,b') tan(n, c)tan(n, c') 

lan(m,a)tan(m, n')sen(q a , qjsenfn, qj, 

(3) 1 4-tàn(m, b)lan(ra, b')sen(q,, q,)seii(n, q,j J =o , 

(+tan(m, c)Um(m, c')sen(q,, q,)sen(n, q,)j 



secondo che si elimina m o‘ pure n, mercè le relazioni tra il seno ed 
il coseno di due angoli complementi. 

371. Come nella involuzione di sei punii v’ ha sempre due punti 
reali o immaginari , detti punti doppi (n.° 340), e v’ ha pure un punto 
centrale (n.° 338) cosi pure in un fascio di sei rette in involuzione vi 
hanno due raggi doppi, reali o immaginari, i quali formano un fascio 
' armonico con due raggi coniugati dati. Ma non v’ ha però raggio cefi' 
Itale ; nè v i può essere, imperocché il punto centrale nella involuzioni! 
de’ sei punti ha per corrispondente il punto a l'infinito; nè i due raggi 
che nel fa-rio corrispondono a questi punti hanno alcun che di distintivo. 
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Ma, comunque un roggio centrale non \i esista, pure v'ha due rette 
ortogonali nel fascio, e (ali che, mercè loro si può, per lu involu- 
zione de le sei rette , stabilire un’ equazione analoga a quella che Ita 
luogo pel punto centrale (38,338), come si vedrà qui appresso, discor- 
rendo de' fasci omografici in involuzione. 

372. Pria di passare innanzi giova notare talune proprietà del fa- 
scio che stiam considerando. E primamente poniamo che due rette a, 
b, per esempio, sieno perpendicolari a le omologhe a', b' ; allora la 
(1) si ridurrà a 

sen(a, c)sen(a, c')=Ken(a', c)sen(a', c'), 

o meglio 

sen(a, c)sen(a, c')=cos(a, c)cos(a, c'), tan(a, c)tan(a, c')==l ; 

e quest’ ultima equazione c’ insegna che anche c, c' sono Ira loro pcr- 
pendicoluri , e però 

Teorema I. — Se in un fascio di sci rette in involuzione , due sono 
rispettivamente perpendicolari a le loro otnologhe , le rimanenti due sono 
pure tra loro perpendicolari. 

Corollario. — Se tre angoli retti hanno lo stesso vertice, i loro lati 
sono in involuzione. 

In secondo luogo poniamo che due angoli formati da due rette 
coniugate ammettano la stessa bisettrice , e sienO i due angoli (a, a'), 
(b, b'). Questa bisettrice e la sua perpendicolare divideranno armonica- 
mente (n.° 310, cor.) ciascuno de’ delti angoli, c però queste due rette 
saranno appunto i raggi doppi dei fascio (n.° 366), i quali per conse- 
guenza divideranno ancora armonicamente il terzo angolo (c, c') ; ma 
comecché le dette rette sono tra loro perpendicolari , cosi mentre l una 
divide per metà f angolo (c,c') f altra ne divide il supplemento. Laonde 

Teorema II. — Se in un fascio in involuzione due angoli , formati 
ciascuno da due rette coniugate , ammettono una stessa bisettrice , questa 
sarà pure bisettrice del terzo. 

373. Fasci omografici in involuzione. — Due fasci concentrici e 
prospettivi rispettivamente a due rette omografiche in involuzione , so- 
no pur essi omografici in involuzione. In guisa che uno stesso raggio, 
considerato come appartenente sia al primo sia al secondo fascio, ha 
sempre lo stesso raggio coniugato. 

Posto ciò, si taglino i due fasci con una medesima retta e sieno 
A, B, C, ec. i punti corrispondenti ai raggi a, b, c, ec., ed A', IT, C', 
ec. i punti corrispondenti ai raggi a', b', c', ec. Descrivendo su i sem- 
menti AA', BB', ec. , come diametri, de le circonferenze , queste tutte 
passeranno per due stessi punti, sicn reali o immaginari (n.°339,cor.2.°) 
quindi per questi due punti e pel centro comune facendo passare una 
circonferenza, questa determinerà su !.; trasversale due altri punti It, 

20 
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R\ che congiunti col centro de’ fasci daran due raggi , i quali saranno 
coniugati nel sistema in involuzione, e saranno inoltre tra loro perpen- 
dicolari. Or, la circonferanza descritta come ora è detto non può esser 
clic una, dunque 

Teorema. — In due fasci omografici v'ha sempre una coppia di raggi 
coniugali ortogonali , ni re n'ha che una. 

37i. Se i raggi (a, a'), (b, b') sono ad angolo retto, le circonfe- 
renze descritte su i semmenti AA', BB' passeranno pel centro comune 
de’ fasci , c quindi ancora le circonferenze descritte su gli altri sem- 
menti CO', DI)', come diametri , passeranno per lo stesso centro co- 
mune , in guisa che le coppie di raggi (c, c'), (d, d'), ec. , saran pur 
esse ortogonali ; e però 

Teorema. — Se in due fasci omografici in involuzione due raggi gua- 
lunque d' un fascio sono perpendicolari rispettivamente ai due coniugati 
li elt altro , lo stesso avverrà per una qualunque coppia di raggi coniu- 
gati. 

II teorema reciproco è pur vero, cioè che se dato un fascio di rette, 
se ne formi un altro concentrico e con raggi rispettivamente perpendi- 
colari a quelli del dato, i due fasci saranno omografici in involuzione. 

37o. Se si conduca una trasversale perpendicolare ad un dato rag- 
gio d’ uno de’ due fasci , essa incontrerà questo raggio in un punto 7 , 
e i raggi omologhi de’ due fasci in punti omologhi A, A' ; B, B'; C, 
C', ec. i quali formeranno due divisioni in involuzione. Fra queste cop- 
pie di punti ve n’ è una , ed una soltanto (*), tale che il punto 7 è il 
punto di mezzo tra i due de la coppia, e però i raggi che passano per 
questi punti sono egualmente inclinati a quel raggio dato. Dunque 

Teorema. — In due fasci omografici in involuzione vi esistono sem- 
pre due raggi omologhi egualmente inclinali ad un dato raggio, ni ve 
ne ha che due. 

376. Lion un ragionamento analogo a quello tenuto al n.° 3J>2 , 
e avendo presente la proprietà dimostrata nel (n.° 362, scol.) si trac il 

Teorema. — Due fasci omografici in involuzione si posson sempre so- 
frapporre in guisa da essere in involuzione. 

E quindi , se i due fasci in involuzione , si tornassero a rimettere 
nella loro primitiva posizione omografica , stando al teorema del n.° 
jprec. se ne conchiude 1 ' altro 

Teorema. — In due fasci omografici v' ha sempre in uno di essi una 
coppia di raggi rettangolari i cui omologhi nell' alit o son pure rettan- 
goli, nè v’ha che una sola coppia. 



(‘) Noi solo caso particolare in cui uno de" punti doppi do l' involuzione pani 
a V infinito , il ponto 7 può essere il punto medio di lutti t semmenti («•’ 310. 
scol.), tu questo raso la proposta retta dividerà per metà ciascun angolo formato 
da due raggi coniugati. 
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377. La proposiziono dimostrata nel n.° 3ol relativamente a due 
rette omografiche in involuzione , ha la sua analoga ne’ fasci omogra- 
fici in involuzione , perchè da quella si può trarla con la considerazione 
de le rette prospettive : si che per esser due fasci omografici concentrici 
in involuzione, basta che un qualunque raggio, considerato come apparte- 
nente sia al primo sia al secondo fascio, abbia sempre lo stesso coniu- 
gato, perchè lo stesso avverrà pure di ogni altro raggio. Or, 6 chiaro 
che le forinole generali de I' omografìa de' fasci daran tosto quelle de 
la omografìa in involuzione , se quelle equazioni si posson render sim- 
metriche rispetto ai due raggi variabili m, m\ La simmetria de le for- 
inole rispetto ai detti raggi è conseguenza de la proprietà , anche sim- 
metrica, che essi godono ne’ due fasci. Secondo questo principio, se r,, 
r, sono i due raggi doppi de l' involuzione I' equazione 

sen(r, , m) _ sen(r, , m’ ) 

sen(r„, m) sen(r,,m') ’ . 

è valevole a rappresentare la omografia in involuzione di due fasci. 
Similmente, a, a' essendo due raggi coniugati, l’equazione 

sen(a, m)sen.'o, m') 

(z) =X 

sen(a ,m)sen(a',m') 

gode de la stessa proprietà. 

Or, se in quest’ ultima equazione poniamo che a ed a' sieno i 
due raggi rettangolari, che sempre esistono in due fasci omografici in 
involuzione (n.° 373), allora per esprimere questa specie di omografia, 
si ha 1’ altra equazione 

(3) tan(r, m)tan(r, in)=>. 

in cui r rappresenta uno de’ due raggi perpendicolari coniugali. 

Da ciò si deduce che se (a, a'), (b, b'), (c, c') son tre coppie di 
raggi coniugali in involuzione , vi sarà sempre una coppia di raggi co- 
niugati , ciascuno de’ quali soddisfa a le condizioni 

(4) tan(r, a)tan(r, a')=tan{r, b)lan(r, h'j=lan(r, e)l»n(r,c')=eost. 

Or, questa relazione è analoga a quella del punto centrale nella divi- 
sione in involuzione di sei punti (38,338). 
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Resola per la risoluzione di una estesa classe di problemi. 



378. Messe le teoriche precedenti resterebbe ora a mostrarne I ap- 
plicazione nel dimostrar teoremi, e nel risolver problemi. Serbandoci il 
trattar questa qui&tionc importante più distesamente in altro punto, ci 
limiteremo qui, seguendo sempre il prof. Chasles, a porre una regola 
generale per la risoluzione di una particolare ed estesa classe di problemi. 

Allorché son date due divisioni omografiche su due rette , si può 
dimandare o di determinar due punti omologhi , o di determinar due 
semmenti omologhi . in guisa da soddisfare a condizioni date. E però 
tutte quelle quistioni che, quantunque sotto forme diverse, possano 
essere ridotte a l’uno o a l’altro di questi due casi, ammetteranno un 
procedimento analogo nella loro risoluzione. E per dichiarare più mi- 
nutamente colcsta asserzione, poniamo clic si tratti primamente di risol- 
vere il seguente 

379. Problema generale I. — Date due rette (lì ) , (lì') (fig. 55) 
e in esse due divisioni omografiche , e dati parimenti due punti P, P'; 
menar per questi due rette, che passando per due punti omologhi M, 
31', comprendano tra loro un angolo dato. 

Sieno A , A' due punti omologhi de le due divisioni , il primo 
rpreso ad arbitrio, ed il secondo determinato secondo la legge rappre- 
sentante la divisione data. Se le rette PA, P'A' faran tra loro l’angolo 
dato , saran esse quelle che risolvono il problema ; ma se ciò non ha 
luogo, si meni per P una retta P«' che faccia con P'A' l’angolo dato: e 
poiché tutte le rette che a due a due partendo da P', P' e formando tra 
loro sempre il medesimo angolo, formano due fasci omografici (n.°365) 
anche le intersezioni di questi fasci con le rette date (R) , (R'j saran 
due divisioni omografiche , ed A', a' due punti omologhi di coteste 
divisioni. Ma pure A, A' sono omologhi di due altre divisioni omo- 
grafiche, quindi A, a (n.° 314) sono omologhi di una terza divisione 
omografica di due rette , che qui sono coincidenti. Or , il problema 
sarebbe risoluto se la Pa' fosse coincisa con la PA, o vero se il punto 
a fosse coinciso con A. La quistione dunque è ridotta a trovare in due 
divisioni omografiche coincidenti quel punto M tale che consideralo 
come appartenente a la prima divisione coincida col suo omologo nel- 
la seconda. Or, questi sono appunto i punti doppi (n.“ 310) de le due 
divisioni omografiche. E poiché per determinarli v’ ha bisogno di tre 
semmenti analoghi a quello A*' (n.° 343), cosi il problema proposto 
sarà risoluto mercé la seguente 

Composizione. — Prendami ad arbitrio sopra una de le rette date, e 
sia la (il) tre punti A, B, C, e si determinino , secondo la data legge 



Digitized by Google 



COI QLALI SI POSSO* TRATTARE LE Ql'ISTIOM CEOMRTR. 293 

di divisione , gli omologhi A', B' , C' su la seconda. Pel punto P si me- 
nino tre rette che facciano rispettivamente con le I y A', P'iì', P'C l'an- 
golo dato : quelle rette incontreranno la (H) in tre punti «', fi 1 , •/. Coi 
tre semmenti Aa, Bf>\ Cy , si determinino t ptuili doppi il, M' de le 
due divisioni omografiche (A, B, C. . .), (%' , fi', y. ,.) e ciascuno di que- 
sti punti il, il' risolverà, in generale, il problema. 

Scolio I. — Potendosi dal punto P menar, in generale, due rette 
differenti |e quali formassero con P'A' l'angolo dato, cosi vedcsi che 
In quistionc ammette, in generale, quattro soluzioni. SI che, tradotta 
in equazione, condur deve ad un'equazione del quarto grado, la quale 
però devesi abbassare al secondo , come risulta da la costruzione prec. 

Scolio 11. — Per avere la più semplice composizione del problema 
in ciascun caso particolare , sarà d' uopo sceglier quei dati particolari, 
che sono più propri ad agevolare la determinazione de’ punti doppi. E 
già il prof. Chasi.es ha risoluto elegantemente c in parecchie guise co- 
testo problema nella sua (ìéomélrie supérieure. 

Scolio HI. — 11 precedente problema generale, che ancor più gene- 
rale potrebbe divenire facendo si che le due rette PM, P'M\ in luogo 
di formare un dato angolo , sieno i raggi omologhi di due fasci omo- 
grafici dati , contiene non pertanto parecchi casi particolari ed è però 
suscettivo di numerose applicazioni ; imperocché , non solo a motivo 
de la diversa forma geometrica o anche algebrica, con che la divisione 
omografica de le due rette date è espressa ; ma perchè può pure inter- 
venire il caso che i due punti dati sieno ridotti ad un solo , o che le 
divisioni omografiche sieno sopra una stessa retta , o in fine che 1’ an- 
golo dato sia nullo , o vero che i raggi PM, P'M' sieno paralleli. 

380. Pkoulkma generale II. — Dole due rette (B), (II') (fig. 56) 
divise omograficamente, determinare due semmenti omologhi in guisa tale 
da esser veduti, da due punti dati, sotto angoli dati. 

Sieno P, P' i punti dati , AB, A'B' i semmenti che si domanda- 
no. Se il punto A sia stato preso od arbitrio, e quindi si sien con- 
dotte le due rette PA, PB in modo da formare I’ angolo AI’B eguale 
al dato y; allora determinando, in virtii de la data legge di divisione 
omografica, i due punti A', B' omologhi di A e B, e congiungeudo P'A', 
P'B' può intervenire che l’angolo A'P'B' non sia eguale a l’altro anche 
dato f'. Sia dunque A'P',3'=y'. Or, se s’ immagina il punto A scorrere 
su la retta (R), e che si facciano per ciascuna posizione di questo punto 
le medesime costruzioni come qui innanzi, si avranno altrittanti punti 
B', fi', i quali formeranno due divisioni omografiche sopra una mede- 
sima retta , e con lo stesso ragionamento tenuto pel primo problema 
si dimostra che i punti doppi di queste divisioni sono quelli che ri- 
solvono il problema in questo secondo caso. E però la soluzione ge- 
nerale di questo secondo problema riducesi pure a quello generale del 
primo. 
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Scolio. — Anche in questo problema è da notare che potendo for- 
mare l’angolo A'P'B' sì a dritta che a sinistra di P'A\ vi saranno per 
conseguenza due altri punti doppi di due altre divisioni omografiche , 
e per ciò ancora il problema è suscettivo di quattro soluzioni , ma la 
sua costruzione sarà sempre dipendente da equazioni del secondo gra- 
do. Inoltre, comunque l’angolo PAB anch’ esso potrebbe esser formato 
sì a dritta che a sinistra di PA, pur tuttavolta le quattro soluzioni re- 
lative al secondo modo di formar l’angolo non sono diverse da le quat- 
tro del primo modo; imperocché basta un semplice cangiamento di let- 
tere per riportare le line nelle altre le dette soluzioni : così , se nel 
lato P de l’angolo APB si sostituisce A a B, e nel lato PA sì sosti- 
tuisce B ad A, e lo stesso cangiamento si opera nell’angolo A'P'B’, 
si avranno le quattro nuove soluzioni , le quali per conseguenza non 
saran diverse da le prime quattro. 

381 . I problemi seguenti , non sono clic casi particolari del pri- 
mo de’ due problemi generali or ora trattati. 

Problema I. — Date dite rette ( Ri , (R'j, dite punti fissi A e B in esse, 
e un punto /'; menare da questo punto una trasversale PMA, in guisa 
che, i due semmenti MA, NB sie.no tra loro in data ragione. 

Problema II. — Messi gli stessi dati del problema precedente; menare 
pel punto P una trasversale in guisa che il prodotto de' semmenti MA, 
All sia dato. 

Coleste due quislioni , che lasciamo per esercizio de’ giovani, e- 
rano noti presso gli antichi, il primo col nome di problema de la se- 
zione di ragione, c il secondo con quello di problema de la sezione de 
In spazio. Entrambi trovatisi elegantemente risoluti dal prof. C, iiasi.es, 
che ha pure con eguale eleganza e generalità risoluto 1’ altro proble- 
ma , pur esso famoso presso gli antichi, c denominato problema de 
la -ragione determinante. Consiste questo problema nel determinare so- 
pra una retta , su la quale son dati di posizione quattro punti , un 
quinto punto , talmente che il prodotto de le sue distanze a due dei pun- 
ti dati aresse data ragione a quello de le distanze del medesimo punto 
incognito a gli altri due punti dati. 

382. Ed anche a la ricerca de’ punti doppi di due divisioni omo- 
grafiche si riduce la risoluzione de l’altro 

Problema generale III. — Date due rette ('/fi, (R'ì divise omogra- 
ficamente, e due altre (r), (r 1 ) pure omograficamente dirise, dato inol- 
tre un punto P ; menare per questo punto due trasversali in guisa da 
incontrare le prime dite rette in due punti omologhi , e similmente le 
altre due in due punti di divisione omologhi. 

L’ andamento per la risoluzione di questo terzo problema generale 
è il medesimo tenuto pe’ due precedenti, anche generali , I c II. 

E ben s’intende che s’avranno de le particolarità, quando le due 
rette (R), (R 1 ) coincidono in una sola, egualmente clic le altre due 
(r), (r'); o pure coincidono in una tutte e quattro le rette date. 
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Potremmo qui aggiugnere parecchie altre quistioni , la imi riso- 
luzione, come quelle de le precedenti, dipende da la ricerca dei pun- 
ti doppi in due divisioni omografiche; ma, avendone brama il lettore 
potrà da se consultarle nella pregiatissima opera Geometrie supérieitre : 
d’altronde tutte cotestc quistioni non giungerebbero giammai a costi- 
tuire un metodo universale per la risoluzione di qualunque problema 
geometrico. Conviene però professarsi obbligati a l' immensa sagacia 
del distinto prof. Chasi.es, il quale, svolgendo in tutti i sensi la teo- 
rica de la divisione omografica , ha saputo dare regole sicure e gene- 
rali per la risoluzione di determinate classi di quistioni geometriche ; 
e bisogna inoltre ben riflettere che , se l’ algoritmo da noi ora esposto 
lo abbiamo intitolato de' «ammanti , è desso però eminentemente alge- 
brico , e le varie equazioni innanzi troiate non differiscono da quelle 
che diconsi comunemente algebriche , se non perchè un scmmcnlo in 
luogo di essere rappresentato da una sola lettera a , per esempio , è 
dinotato da due di tali lettere , indicanti i suoi estremi. 



ARTICOLO VII. 



RISOLUZIONI DI TALUNE SPECIALI EQUAZIONI NUMERICHE , MERCÉ LA COSTRUZIONE 
DEL PUNTO DOPPIO DI DUE DIVISIONI OMOGRAFICHE. 



383. La forma particolare che assume 1’ equazione generale trino- 
mia de lu divisione omografica di due rette, quando le due rette coin- 
cidono , offre un mezzo semplicissimo per determinare i valori de le 
incognite ili talune speciali equazioni , mercè una costruzione geome- 
trica. Riprendiamo, in effetti, l’equazione generale (11,321; 



AM C'M' 

/ — ■ — 1 - 4 — u 

BM BJ1 



V 



che rappresenta Tomografia di due rette; poniamo clic cotesto rette 
coincidano, e con esse coincidano pure i punti A, C\ allora la pre- 
cedente equazione diviene : 

AM , AM' 

). 1— [A — v • 

BM ’ K M' 

Supponiamo finalmente che le due divisioni sieno in parti proporzio- 
nali , o vero che le due divisioni sieu simili: in tal caso (n.° 3I9 j i 
due punti a T infinito sono due punti corrispondenti , e però supposto 
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esser questi i punti B, B', la precedente equazione assumerà la forma 

5t.AM-f-|*.AM'=v, o vero, ponendo AM=x, AAl'=y, 



(1) ìx+k!/ — v- 

In questo raso il punto a l' infinito è uno de' due punti doppi 
(n.° 327, teor.). 

Equazioni di primo grado a più incognite. — l’osto ciò , ponia- 
mo che s’ abbiano n equazioni fra aitrelteiile incognite , e de la forma 

i a l x-\-b t y=k l , a,y-H>.s=/t, , 

( 2 ) 

{ a a ^ i l+b a _ 1 v=k a _ l , a a v-hb u x=k a . 

Dando un valore arbitrario ad x nella prima equazione , le seguenti, 
sino a la penultima, daranno in corrispondenza de' valori per le y, a, 
. . .1, v, e lilialmente l'ultima darà per x, un valore x', che, sup- 
poste Je equazioni date veramente distinte , è diverso da quello attri- 
buito nd x nella prima. E perchè il sistema di valori ottenuto fosse 
veramente quello che soddisfa le proposte equazioni , il valore x' do- 
vrebbe essere lo stesso che quello di x da’ principio assunto. Ora, pa- 
ragonando le (2; con la (1) scorgesi immediatamente che la prima di 
esse esprime clic due punti variabili X, V, presi sopra una stessa retta, e 
le cui distanze ad un'origine comune sieno x, y, formano due divisioni 
omogralìche simili: la seconda parimente esprime che due punti Y e l 
formali cr due altre divisioni omografiche simili , c così oppresso , sino 
a 1' ultima , la quale dinota che i due punti V ed X', le cui distarne 
ad un origine comune sieno v ed x', formano due divisioni omogra- 
fiche simili. Quindi pel detto in fine del n.° 314, risulta che i punti 
X ed X' forman pure essi due divisioni omografiche simili. Or, quan- 
do X ed X 1 divengono i punti doppi de la divisione , i corrispondenti 
valori x, x' sono eguali ; dunque la ricerca del valore di x, che uni- 
tamente a gli altri di y, s...t, v soddisfanno il dato sistema (2), è ri- 
dotta a la determinazione del punto doppio di due divisioni omografi- 
che simili ; e poiché in questo caso uno de* punti doppi è a E infini- 
to , così la x e quindi y, 2 , cc. , non avrà che un valore unico. 

Scolio. — Egli è facile determinare f unico punto doppio che 10 
questo caso cade a distanza finita ; imperocché abbiamo , in generale, 
per I’ omografia di due rette 1’ equazione binomia (3,315) 

AM A'M' 

(3 =X 

AM BAI' 
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or , se A e li sono i due punti doppi , essi coincidono con gli omo- 
loghi A', li' (n.° 327, teor.), e però si ha : 

AM AM' 

BM~ BM 7 ’ 



c poiché uno di essi punti è n 1’ infinito , quando le divisioni omo- 
grafiche sono simili, cosi supposto che B sia il punto a f infinito, la 
precedente equazione diviene finalmente 



w 



DM _ 
DM' - '* 



dinotando D il punto doppio a distanza finita. 

Or, se (A, A'), (B, B') sono due coppie di punti omologhi, sarà 



in primo luogo, in virtù de la stessa (4) 




e 



se à fosse dato , 



questa eguaglianza determinerebbe il punto D, mercè la sola coppia 
(A, A'); ma come in generale, nel caso dell' attuale divisione, essen- 

AM 

do M, M' due punti omologhi qualunque , si ha —--ssi, sarà pure 

A M 



AB 

AB 



-=A, c quindi 



AD _ AB 
AÌF~A 7 B'‘ 



Mercè questa formula sarà facile determinare il punto D; imperocché, 
menando dai punti omologhi A, A' due parallele in una qualunque di- 
rezione ; prendendo su le stesse, rispettivamente, due porzioni AN 
=AB, A'N'=A'B', (nello stesso senso o in senso contrario , secondo 
che i due semmenti AB, A'B' hanno lo stesso segno o segno opposto), 
e congiungendo finalmente la NN', questa congiungente andrà ad in- 
contrare la retta, che contiene le due divisioni, nel dimandato punto 
doppio D. 

Or, trattandosi de le date equazioni (2) si prenderanno a partire 
da un origine comune O due semmenti OA, OB per rappresentare due 
valori arbitrari dati ad x nella prima equazione , c due altri semmenti 
OA', OB' indicanti i corrispondenti valori di x de f ultima equazione, 
ed avremo cosi due coppie di punti omologhi (A, A'). (B, B') coi quali 
si determina il punto D come innanzi , c quindi il valore di x, donde 
ancora quelli de le altre incognite. 
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Scolio. — Comunque le date equazioni sieno supposte de la forma 
(2), il metodo esposto \ale in tutti i casi; perchè quand’anche il si- 
stema di equazioni dato non si presentasse in qualche caso particolare 
sotto l' aspetto (2), sarà sempre possibile ridurlo a tale per via di eli- 
minazione , in modo che ciascuna equazione contenga solo due ignote, 
e due equazioni contengano un’ ignota comune. 

384. Equazione del secondo grado ad una incognita. — Abbiasi 
l’ equazione completa 

(5) ax*-|-ÓJH-e=0 , 

la quale si ponga, per un momento, sotto la forma 

(6) axx'-+J>x+c=o. . 

Quest’equazione rappresenta due divisioni omografiche segnate sopra 
una stessa retta da due punti M, M' , le cui distanze ad un’origine 
comune sieno x, x' (’). Or , pe’ punti doppi le distanze x, x' devono 
essere uguali , e allora la precedente equazione diviene la proposta (5), 
dunque le radici di questa sono i due punti doppi de le due divisio- 
ni omografiche espresse da la (6) 

385. Equazioni a due incognite e del secondo grado. — Pooia- 
mo le due equazioni de la forma 

(7) xy-+-ax-\-by-\-c=o , xy-\-a'x-{-b'y-\-e'—o. 

Se nella seconda si pone x' in luogo di x , si ha : 

(8) x'y-f-aV 

Ma, la prima de le (7) quando x, y si ritengano come le distanze di 
due punti variabili M, M' d’ una stessa retta da un’orìgine comune A, 
dinota, secondo la forinola (b,333) che quei punti formano due divi- 
sioni omografiche. Parimente se si suppone che x' rappresenti la di- 
stanza d’ un terzo punto M" da la stessa origine , la’ (8) dinota che i 

( ) In effetti, se nella |t 1,321) si suppone A e B> passare a P infinito, quel- 
f equazione diviene: 

-i--4-p.C'M'=», o vero p.BM.C'M'— v.BM-t-X=o. 

li AI 

Ora, facendo coincidere le due rctle, la cui divisione omografica è da que situa- 
zione rappresentala, e ponendo che C 1 coincida con B, la precedente equazione 
diviene : 

/».BM .BM'— y.BM-R=o , 
la quale è appunto de la forimi 
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due punti M', M ' formano ancora due divisioni omografiche ; quindi i 
punti M , M" formeranno aneli’ essi due divisioni omografiche , i cui 
punti doppi corrispondendo a valori eguali di x, x', e per questi va- 
lori coincidendo la (8) con la seconda (7), saranno appunto, coi corri- 
spondenti valori di y, quelli che risolvono le proposte equazioni. 

Per trovare i detti punti, si daranno tre valori successivi a, b. e 
ad x nella prima de le (7), e trattine quelli di y, questi si sostituir 
ranno nella seconda, che darà per i tre altri corrispondenti valori a', 
b', c’. Indi , a partire da un punto O d’ una retta , si taglieranno sei 
semmenti OA—a , OA '=a'i OB==à, OB'=à'; OC=c, OC'=c' , c si 
avranno tre coppie di punti omologhi (A, A'); (B, B'); (C, C') , le quali 
varranno a determinare i dimandati punti doppi. 

In effetti, se A, B, C, ec. sono i punti d una de le due divisioni 
omografiche, A', B', C', cc. gli omologhi nella seconda, e se inoltre 
P, , P, indicano i punti doppi de le due divisioni, sarà il rapporto 
anarmonico de’ quattro punti A, B, P„ P, eguale a quello de’ quattro 
A', B', P, , P, , e quindi ancora eguale a quello di questi stessi punti 
presi nell’ ordine B\ A', P, , P, ; dunque i diie sistemi (A, B, P,. P,), 
(B', A', P„ P,), o vero i tre semmenti AB', BA', P,P, sono in invo- 
luzione (n.° 334), (*). E però, si potrà con le tre coppie di punti co- 
niugati A, A'), (B, B'), (C, C') determinare i due punti doppi P, , P, 
(n.° 343). 

Scolio. — La forma particolare sotto cui sono rappresentate le equa- 
zioni (7) non toglie che le proposte equazioni non avessero a conte- 
nere pure i quadrati de le variabili ; ma si potrà sempre sostituire , 
in questo caso , due altre equazioni de la forma (7) c formanti un si- 
stema equivalente al dato. 

Risoluzione d’un numero qualunque di equazioni del secondo 
grado a più incognite. — Poniamo che le n equazioni date , con le 
n incognite sieno de la forma seguente : 

I ajy-f-a,x-t-6,y-K J =o, yz+ajy-\-b,z+-c m =o, 



rt-ha n lx+a n l-\-b n x+c n =f>. 

( ) Il risultamcnto al quale siam pervenuti, si traduce nel seguente 
Teorema. — In due divisioni omografiche, de le quali sieno A, B, C, ec. i 
punii de la prima . ed A'. B’ , O, ec. gli omologhi de la seconda ; i punti 
doppi de le due divisioni formeranno involuzione con due coppie di punti 
corrispondenti ma non omologhi, come (A. B), (B, A'). 

E quindi ue seguono i seguenti corollari {n.* 339, cor. 1" e 2*). 

Corollario t. — Se sopra le tre corde AB', BA', P t P» si descrivano tre cir- 
conferenze che passino tutte e tre per un medesimo punto, esse passeranno 
pure per un secondo punto comune. 

Corollario II.— Se i semmenti AB', BA', P t P % si prendono come diametri 
di tre circonferenze , queste passeranno tutte e tre per due punti comuni. 
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Considerando le incognite .r, y. . . come le distanze di altritanti 
punti da un'origine comune, presi sopra una medesima retta, ciascu- 
na di coteste equazioni rappresenta due divisioni omografiche sopra una 
medesima retta, e però si conchiude come nel n.° 383, che i valori 
arbitrari dati ad x nella prima, e quelli che in corrispondenza si trag- 
gono per x da 1’ ultima , formeranno essi pure due divisioni omografi- 
che , i coi punti doppi saranno le due radici di x nel sistema dato. 

Scolio. — Cotesto metodo s'applica ancora quondo le proposte equa- 
zioni contengono più di due variabili in una stessa equazione, perchè 
si potrà sempre ridurre quelle equazioni al sistema (9). 

ARTICOLO Vm. 

Equazioni semmentaris per rappresentare un punto in un piano. — Centro di 
GRAVITI !>’ UN SISTEMA DI PUNTI. — CENTRO DE LE MEDIE ARMONICHE. 



386. Sieno OX, OY (fig. 57) due rette concorrenti in un punto 
O, ed A e B sieno due punti fissi presi rispettivamente , il primo su 
l’una, l’altro su l'altra. Pongasi inoltre esser quelle rette divise omo- 
graficamente , e rappresentare O due punti omologhi coincidenti. Cosi, 
essendo ogni retta menata per due punti omologhi M, M' qualunque, 
andrà a passare per un medesimo punto R, (u.° 314). Or, la divi- 
sione omografica de le due date rette , in tal caso , si esprime così : 



( 1 ) 



AM BM' 

u {— 5 

OM 1 OM' 



»« 



essendo *,p,v quantità costanti. Mercè quest’equazione potremo co- 
struire le varie coppie di punti omologhi de le due divisioni , e con- 
giungendo i punti di ciascuna coppia, avremo altrettante rette che pas- 
seranno tutte pel medesimo punto R. È per ciò clic la (1) s’ addiman- 
da l' equazione di questo punto. 

387. La precedente equazione può assumere forme pii. semplici 
ne’ due casi seguenti : 

l.° Se il punto O passa a l' infinito, s’avrà più semplicemente (n.* 
316, nota) 

(2) «,AM-+-/3.BM'=v. 



2.° Se v=o, nella (1), s’avrà : 



( 3 ) 



AM 



BM' 



OC — — — *+• .5 ~ 

OM ‘ OM’ 



-o, o 



vero 



AM BM' 

OM " OM'* 
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8 

essendo k= , e quest’ ultima equazione indica che i due punti A 

a 

c B sono essi stessi due punti de la divisione omografica, e però AB, 
in questo caso , è una de le rette che passano per R. Altrettanto di- 
casi de la 

(4) «.AM-+- ( 3.BM'=o, 

dedotta da la (2) nella medesima ipotesi di v=o. 

Pertanto f una o l’ altra de le due equazioni (3) e (4) rappresenta 
un punto messo su la retta AB. 

Scolio. — Sieno AX, BY [fig. 58) due rette parallele, ed AM, AM' 
i valori clic soddisfanno la (4). Se » e j3, che si suppongono dati, hanno 
lo stesso segno , i delti semmenti cadranno in senso contrario , come 
lo indica la lìgura ; e se per contro hanno segno opposto , i, due sem- 
menti saranm AM, BM", rivolti entrambi nello stesso senso. Nel pri- 
mo caso la congiungente MM' determina su la AB, e tra i punti A e 
B, il punto R rappresentato da la (4), Nel secondo caso la congiungcnte 
MM" determina il punto R' fuori di AB, e propriamente da quel lato 
oie cade il semmento minore , il quale ha per conseguenza il coeffi- 
ciente maggiore in valore assoluto. Or , le evidenti simiglianzc dei 
triangoli AMR, RBM'; e de gli altri due AR'M, BR'M" danno : 

am : BM': : ar : rb; am : bm"::ar' : rb, 

dunque in virtù de la (4) sarà : 

a.AR-+-;3.RB=o ; «.AR'-|— ,3.R'B=0. 

Laonde dati due punii A e B è sempre possibile determinare su la 
stessa retta un punto P tale che , essendo a e fi due coefficienti dati si 
abbia 

a.AP-(— p.PB=o 

e reciprocamente : dati i punti A e B ed i coefficienti « e p può de- 
terminarsi i unico punto da la precedente equazione rappresentato. 

388. Abbiamo tinora supposto che i valori de le costanti «, (3, v, 
o anche i rapporti di due di esse a la terza fosscr dati insieme a le 
due rette OX, OY e ai due punti A e B, e in tal modo il punto R era 
conseguenza di tutti questi dati. Ma se invece sono date queste rette e 
questi punti, insieme ad un punto R, allora si potrà sempre prendere uno 
de’ tre coefficienti a, .3, v arbitrariamente , e determinare gli altri due in 
guisa che la (1), e quindi le altre che da essa derivano, abbia luogo. 

In effetti , congiunto il punto R coi punti dati A e B, le due 
congiungenti RA, RB sarnn due de le rette che soddisfanno la quislio- 
ne , e però , dinotando con A' e B' gli omologhi punti di A e B, a- 
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vremo sopra una di queste congiungenti i punti 0, A, B\ M, e su l'altra 
gli omologhi O, A', B, M', e dovrà essere (n.° 306): 

AM . AB' BM' . BA' 

OM ’ ÒB ,4 ”0M' * OA' ' 

Or, dividendo la (1) per », si ha : 

« AM j3 BM' 

» * OM" 4 " » ’ ÒM^ ’ 

c |»erchè questa equazione coincida con la precedente, egli è necessario 
c sufficiente che sia : 

* AB' BA' 

» OB 7 ’ v^OÀ 7 "’ 



laonde , avendosi duo equazioni fra le tre costanti a, p, », una di esse 
può esser presa ad arbitrio , e le altre due rimangon determinate da 
coleste equazioni. 

Pertanto si può conchiudere che, date due rette OX , OY , con- 
correnti in un medesimo punto O, e due punti V uno A su la prima, 
l' altro B su la seconda , se intorno ad un dato punto R si faccia ruo- 
tare una trasversale, che incontri OX in M, OY in il', si può sem- 
pre prendere uno de' tre coefficienti <i, 8, » ad arbitrio e gli altri due 
tali, che tutti c Ire messi in (1) valgano a rappresentar quel punto. 

389. Poiché dunque rispetto a la retta OX, su cui sia preso il 
punto A, e a la retta OY , su la quale sia preso il punto B, si può 
sempre determinare due coefficienti * , p" in guisa che per un dato pun- 
to R sia 



a 



AM „BM' 
OM + * OM' 



:h, 



rimanendo h arbitraria ; e similmente potendo , rispetto a la OY e ad 
una terza retta OZ, su cui fosse preso un punto C , determinare due 
altri coefficienti f>\ k in guisa che per lo stesso punto R sia 



? 



, BM' 
OM' 



:m 

OM 7 ' 



7 rimanendo arbitraria; allora insieme a le due precedenti equazioni, 
e ponendo » in luogo di /i— f-/r e |3 in luogo di fi'- 1-3", sussisterà pure 
la loro somma 



a 



AM RAT CM* 

ÒaT ÒM' 4 ‘ OM" 
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ed io quest'equazione de' quattro coefficienti «, p, 7 , « due soltanto 
y e » sono arbitrari. 

390. In generale, partendo da uno stesso punto O più rette OX,, 
OX, , OX, , . . .OX„, e presi su le stesse , od arbitrio e rispettivamente, 
i punti fissi A,, A,, A,...A n ; se intorno ad un punto R si faccia 
ruotare una trasversale, la quale incontri quelle rette rispettivamente 
sarà: 



in M, , M., M,.. .M„, 
A. 51. 



(5) 



OM, 



A,M, 

‘OM. 






A,M, 

*0,M, 



. A„M„ 



essendo a, , a, , a,. . , » quantità costanti , de le quali n — 2 possono 

esser prese ad arbitrio , e le rimanenti sono determinate in guisa da 
esser verificata quest’ equazione. 

E per fermo , poniamo che la proposizione enunziata abbia luogo 
per le n rette, e agevolmente potrem provare che essa avrà pur luo- 
go se le rette sieno n-+-l, OA,, OA, . ..OA^,. Imperocché se i coef- 
ficienti non presi ad arbitrio sieno i due a, , a,, allora, mettendo a 
parte la retta OA,, rimarranno n altre rette, per le quali s’ammette 
già un’ equazione de la forma (5) contenente n — 2 coefficienti , presi 
ad arbitrio , <*,, a 4 . . a n+t e due altri p', v' da determinare in gui- 
sa che per quel punto R sia : 



A,M, A,M, 
OM, “‘OM 



A 



n-4-,5^n-I-i 
OM n+I ‘ 



t 

V • 



Ma si può pure determinare due coefficienti <*,, 5* in guisa da essere 



A,M, » A,5I, 

a. - p 

1 OM, OM, 



e però , avendo luogo coteste due equazioni , avrà pur luogo la loro 
somma , la quale fatto , è 



( 6 ) 



A,M, A,M, 

«, -rrr — b<v 



OM. 



Mi, 

OM, " T " OM, 



. A n -|_ I 5I„-j- ( 

- 7 .., - — = 

OM u ) , 



e si riferisce ad n-1-1 rette. D’ altronde i due coefficienti *, , sono 
i soli coefficienti non doti , ma determinati in guisa che sia verificata 
quest’ equazione. 

Lo stesso ragionamento ha luogo ancora quando i due coefficienti 
non fìssati sono due qualunque de la serie 

Poniamo ora che gl - indicali due coefficienti sieno a,, per esem- 
pio , e il v del secondo membro. 5tcllcudo a parte la retta OA, , si 
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determineranno due coefficienti 6', »' in guisa da rimaner verificata la 
relazione 



J*' 



A„M„ 



AjM, 



OM, 



OM, 



• 1 ®n— i— i" 



*n-f- 






OM n +, 



il che può sempre farsi , secondo l‘ ipotesi ammessa. Si determinino 
inoltre due altri coefficienti a,,»" tali da cssesc verificala l’altra equa- 
zione 



A,M, 

a, 

1 OM, 



H*.— p ) 



A,M, 

OM, 



tt 

V * 



il che è pure possibile (n.® 388). Allora insieme a queste due equa- 
zioni avrà pur luogo la loro somma, che, fatto . è de la for- 

ma (6) , c i soli coefficienti che non sono dati , e tali da soddisfare 
quest'equazione (6), sono «, e ». 

Pertanto l'equazione (5; avendo luogo per n rette, avrà ancor 
luogo per n-t-1 rette; ma ha luogo per due (n.° 386), dunque essa 
regge per qualunque sia il numero n di rette date. 

3‘J1. I due coefficienti che nella (5) restano indeterminati, lo sa- 
ranno finché quell’ equazione si riferisce ad un punto qualunque ; ma 
quando questo è dato , i detti coefficienti sono pur essi dati , o vero 
i loro valori sono (issati appunto da la condizione che la (5) si rife- 
risca al punto dato e non ad altro. Per far ciò non si ha a far altro 
die menare due trasversali entrambe pel dato punto , c che passino 
ciascuna per un secondo punto , scegliendo questi fra i punti dati A, , 
A, . . • Più generalmente se si menano pel punto dato due trasversali 
qualunque, la prima de le quali incontri le OA, , OA, . . .OA„ rispet- 
tivamente in M/, M,\ . .M n \ e la seconda le incoutri in M, ", M,".. 
. .M„", dovrà essere : 



, A.M, 1 a,m; 
OM,' " t "“ , OM, r 

„ A - M -" | 



A,M,' 

"*OM/ 

A,M,* 



’ OM," 



Mercè queste due equazioni di condizione le due costanti rimaste 
indeterminate , verranno ad essere completamente determinate , e so- 
stituendone i valori nella (5) quell'equazione allora non potrà riferirsi 
che olle sole trasversali che passano pel punto dato. In effetti , se (T 
dinota una trasversale che non passa pel punto dato II , e si suppone 
che essa verifichi la detta equazione (5); dinotando con N, , 
i punti in cui la (T) incontra rispettivamente le OA, , OA t . . . OA„ . 
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ogni retta trasversale menata pei punti li,, N trincherebbe pa- 

rimente la (5), secondo è stato provato innanzi. E comecché la dire- 
z one de la \Ti era del tutto arbitraria , cosi ne conseguirebbe che qua- 
lunquesicsi retta potrebbe verificare la stessa (3): il che, confò chia- 
ro , non puh aver luogo. Pertanto, reciprocamente al teorema prece- 
dente, si ha l'altro 

Teorema. — Se n rette 0A t , OA t ...OA n sono incontrate da una 
trasversale rispettivamente ne' punti .1/, , Al t . . . .!/„ , in modo da aver 
luogo la relazione 



(») 



A.M, 



OM. 



*'0M, 



A S M AJl n 

*'-oT^-^-oìr n 



essendo v coefficienti costanti , quella trasversale passerà 

sempre per uno stesso punto. 

392. Sia R colesto punto; Io si congiunga con O, e dinotando 
con RT la trasversale che passa pe’ punti M,, M t ...M n , s’avrà : 

OM .sentO A, , RT =OM.sen(OA, , RT= ^M^entOA,, . RT>= 

ORsen(RO, RT; , laonde la precedente equazione (5) diviene : 



(7) • — A,M,sen(OA, , RT)-f- A a M B sen(OA # » RTj-t-, . , — v scn(RO, RT) , 

OR OR . 

OC Ot 

e quest'equazione, per essere costanti le frazioni —A, ec., la si 
può scrivere più semplicemente cosi ; 

(8) <t I .A 1 M,sen(OA 1 ,RTV4-««.A,M,seu(OA, , RT>+- • —vsen^RO, RT), 

Inoltre, se il punto O passa a l'infinito, le OA, , OA, .... OR 
divengono parallele tra loro, e però essendo, in tal caso, sen(OA,, RT)== 
sen^OA, , RT)=. . . ,==sen RO, RT), s’avrà ; 

(9) «.•A I M t -h*,A,M,-+-a,.A t M, -+-« n -A„M 

Laonde si ha il seguente 

Teorema. — Se per n punti dati A,, A,...A n si conduca, in una 
direzione qualunque, un sistema di parallele A , \T , , A,M,...A n . ,V„, a 
intorno ad un punto fisso R si faccia ruotare una retta , i cui incon- 
tri con quelle parallele sieno rispettivamente M , , IH , . , .}l n ; fra i sem- 
menti A,M,, A.M m . . .A„M„ aerò luogo una relazione de la forma (9), 

21 
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ioti 

i» cui lutti i coefficienti, dii eccezione di due, sono arbitrari, i gli 
altri due restati determinati da tu posizione di quel punto 11. 

393. Quando da la (7) si faccia sparire il denominatore, e si ri- 
fletta che, dinotando con p , , p t ...p n , q le perpendicolari condotto 
rispettivamente da A,, A,...A„, 0 su la medesima retta KT, si ba: 
À.M.sen'.OA, , RTj^p, Oiiscu UO, RTj=fl, si troverà: 

(10) «,P t + *,p t -\-a,p,-+- +« n P„-.i|=o , 

è però 

Teorema. — Ruotando una retta intorno ad un punto fisso, le sue 
distanze da punti doli, hanno tra loro una relazione omogenea del 
primo grado, ore lutti i coefficienti , ad eccezione di due , hanno calori 
arbitrari , e i due restanti sono determinati da la posizione di quel punto. 

Reciprocamente. — Se fra le distanze di una retta (variabile di po- 
sizione) da punti fissi, v'abbia una relazione omogenea del primo gra- 
do, come la (10), quella reità passerà sempre per un punto fisso. 

Scolio. — Considerando la retla ruotante in una qualunque de le sue 
posizioni, si conduca pe' punti A, , A,. ..0 un sistema di parallele, in 
qualsivoglia direzione, le quali incontrino quella retta rispettivamente 
in M, , M„. e chiamando, per un momento, $ l’angolo fatto da 
quelle parallele con la trasversale, avremo chiaramente: p l =A l M,seng; 
p,=A,M,sen$. . . </=00,sen£ , e quindi sostituendo in (10) verrà: 

«j.AjM,-)— a,.A,M,-|— a,. A.Mj-f— • • — v.OO,=o. 

Pertanto il precedente teorema col suo reciproco si estendono al 
caso più gencuile in cui il sistema di rette perpendicolari, si muta in 
un sistema di rette parallele ed obblique a la retta ruotante intorno 
al punto fisso. E però , dimostrato un teorema rispetto al sistema di 
perpendicolari, odi distanze de’ punti dati a la trasversale , resta pure 
dimostrato il teorema relativamente al sistema di seminenti obblijui 
a la trasversale, e inclinati sotto un angolo qualunque. 

394. Dai teoremi precedenti si cava I' altro 
Teorema. — Dati u punti A,, A,. . . . A n ed altrettanti coefficienti 

‘costanti a,, a,, a,.. . è sempre possibile determinare un punto unico G, 
tale che , per qualunque retla menala per esso , tra le distanze A.A',. 
e c. di questa retta ui punti dati vi sia la relazione 

vii) a r ,4 t A' l -t-a t .A t A',-+-» J .A,A,'-j- . . ~ha„.A n A' n —o. 

In effetti, si meni una qualunque retta (r.. e condotte dai punti À,. 

ec. su questa retta le perpendicolari A, A,', A t A’ t . ec. si determini 
Vii la (r) un punto R tale da essere 
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(12) <*.A',R-H^.A/R-|- .... -t-a n .A' n R=o (’,, 

e pel punto R si conduca una parallela a le A, A',, ec. Allora dinotando! 
con A, A',, cc. le distanze de' punti dati a questa parallela s'avrà pure; 
'evidentemente : 

a,.A,A 1 '-(-«,.A,A'.-t- .... -+-« n .A n A' I1 =o. 

Ma quest'equazione essendo omogenea e del primo grado, pel re* 
ciproco del teorema precedente, ogni altra retta a lo stesso modo de- 
terminata , e die veri Dea perciò cotesta equazione , passa sempre per 
lo stesso punto : dunque , ec. 

39o. l'elianto determinando due di tali rette , (r) ed (>') il lord 
punto d’ incontro Sara il punto G. il quale s'addimanda centro di gra- 
vità , o centro banco ; e questo nome gli viene da una proprietà statica, 
per la quale , supposti i punti A,, A,, . . . esser matei iati . e le loro 
rispettive masse essere a, , a, , . . . quel punto G è quello in cui può 
intendersi concentrata una sola massa equivalente a la somma di tutte 
le e può essere sostituito a I' intero sistema. 

391). Per un punto qualunque che non sia il centro di gravità G 
si meni una qualunque retta (ri, e su questa dai punti A,, A, . . . A„. 
G si abbassino le perpendicolari A,I ( ,. A, 15, .... GG,. Similmente dal 
centio G si meni uria seconda retta (r 1 ) parallela a la (r) , e sieno 
A',, A',, ec. le distanze di quella parallela ai punti dati ; egli è chiaro 
thè, indipendentemente de’ segni sarà: 

À.A'.rsA.B,— GG„ A,A'.=A,B,— GG, A a A' n =A a B n — GG, . 

’e però, sostituendo questi valori in (11), verrà: 

(13) a I .A,B 1 -H',-A,B,-+-*,.A,l»,-4- . . -t-*,, A u B n = / 'a,-t-a,-|- • • -HOGG,. 



397. Se i punti A,, A,... sono sopra una stessa retta (r*) , allora 
mìmnbfcnr) i.i inilo di èsser p rullala a la f r";, sarà: A,B,— V,B,= 
...== \ ,B ,, e qainii pirla ,13 , Gl,= \,A',=...=ii. Ciò vuol dire che 
■se i li t ui dati sono in linea retta , quivi pure starà il loro centro di 
gravità. 

I‘) V>'eil) deternimre ut tal punti, si piatii, pur esempio , A,’.R=r, a 
allora, mercé la relazione sa:n naitani fra tre punti consecutivi , la (12) darà: 



t ( «,-+- • . +*„'A'',A',-T-G; r 5- . . -4-<i)A*,A*,-f- .... -j-«i.A" u _ .A",, > 

Vertanto questo punto R è unico e cade a l’ infinito » ■+-■*, ,=o 
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In questo caso, se intendiamo menata pel centro G una retta qua- 
lunque (r'), c dinotiamo con B,, B,, cc. i punti in cui viene incontrata 
da le perpendicolari menale dai punti dati A,, A s , cc. con $ l’angolo 
Tonnato da questa (r'j e da (r*), su cui si trovano i detti punti dati e 
il centro , sarà in primo luogo GGi=o, e però la (13) in questo caso 
diviene 

(14) « I .A,B,+a.A 1 B > -H*,.A 1 B,-|- - • • -t-a n .A a B B =o 

c nel tempo stesso A,B,— BjGtan^, A.B.^B^Gtanz ec. ; si che sosti- 
tuendo questi \ alori in quest’ ultima equazione , s’ otterrà : 

(15) «j.B^-f-^.B.G-haj.BjG-l- . . . B n G=o, 



e merce quest’ equazione si costruirà il centro di gravità nel caso che 
si considera. 

Scolio. — Se i punti sono due , si ha semplicemente 
*, . B,G-l-a, . B,G — o, 

e il punto G Terrà determinato come si fece vedere nello scolio al nu- 
mero 387. 

398. Nel caso generale de la (13), supponendo essere .,=«,=«,=* 
ec. , verrà : 



( 16 ) 



GG.= 



A.B.-f-A.B.-t- . . . -|-A n B n 



e la distanza GG, è media aritmetica Ira tutte le altre A ,B,, A,B, ,ec. 

399. Or, se (r) è una retta fissa , le cui distanze ai punti dati 
A,. A,, ec. siano espresse rispettivamente da A,D,, A,D„ ec. , csedi- 

a u 

notiamo con — ■— , — — t ec. le masse rispettive di quei punti, al- 
AgOj A,l), 

fora ri'petto ad una qualunque retta (r'j del fascio che ha per centro 
il centro di gravità G, c che incontra le A,B,, ec. rispetir amente in 
M,, ec.. avremo per la fot mola (14) 



ewr 



A.M, A,M 

a,. h«,. h. . 

1 ” A ,\ 



A,D, 



4.D, 



A„M 

*n-T „ —°’ 



A„D„ 



essendo M,, M„ ec. i piedi de le perpendicolari abbassate dai punti 
dati su la rotta fr'). 

5ia inoltre O il punto d’ incontro de le due rette (r), (r 1 ), e me- 
nata una qualunque trasversale (t) sieno A'„ A',, ec. R, R' i punti in 



I 
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cui essa incontra le congiungcnti OA, ,’OA, , ec. e le rette (r), (r')j 
^ ultima de le quali passa pel centro G. È chiaro che s' arra: 

A,M, scnA.OM, scuA'.OR' . scnA'.OR A’Jl' . A',R A',R' OR 

A.D, - senX.Òi), — seuR'À',0 ' senRA',0 OR' ' OR A' t R OR' * 

À,M, A'.R' OR 
A,l), ~ A'.R ‘ OR 7 ’ CC ‘ 

•quindi la (17) diviene! 

A'jR' A\R' A' R' 

... 

Or, poiché te due rette (r'}, (t), la prima de le quali passa pel cen- 
tro di gravila G, sono state prese ad arbitrio, cosi quesfultimn equa- 
zioni? avrà luogo per qualunque retta del fascio (G), e sia che le tras- 
versali (t) passino tutte per R o pur no. Laonde si couchiude il se- 
guente < v 

Teorema.*— Dati ti punii A, , A,, er. eà una retta fissa (r), qualun- 
que retta minata pei centro di gravità G taglierà una qualunque tras- 
versale , che taglia la (r) e le vongiungcnti i punti A,, A t , et. con un 
puntò qualunque de la fr}, rispettivamente in A',, A' t , ec., in un 
punto R' tale da aver luogo la (48), con dati coefficienti ec. 

Reciprocamente."- Dati n punti A, , A,, ec. ed una retta fissa (V), 
congiungendo un qualunque punto O di questa retta co' punti A,, A, . . 
indi menando una trasversale qualsivoglia, che incontri le OA,, OAi, 
ec. (r) , rispettivamente in A\ , A 1 ,-, ec., R, e determinando su questa 
trasversale un punto R 1 tale da essere verificaia la (48), hi retta OR 1 
passerà sempre per uno stesso punto G , centro di gravità del sistema 
di punti dati , considerati questi tome aventi per masse rispettive le 
è,, «, . . . dirise per le rispettive distanze di detti punti a la retta (r). 

400. Cotesto plinto G, o Vero cotesto centro di gravità nella con- 
dizione particolare che si considera, fu da l’illustre Poncelet denomi- 
nato centro de le medie armoniche rispetto a la retta (r). E similmente 
il punto R' de la trasversale (t), il quale soddisfa a lo (18) è stato da 
lo stesso autore addimandato centro de le medie armoniche rispetto a le 
intersezioni A\, A' m eòi 



H 




Digìtìzed by Google 



310 •? . ALGORITMI DIVERSI . - |. 

CAPO Uh 

' 1 1 ALGORITMO. CENTROBAR1CO. 

' * ' * * * 



ARTICOLO fc 

no/.iom rnEiniiKAHi' 



401. Nel b.° 396 abbinili trovato che se A,, A, . . . A n erano * 
punti iu un piano, *„ altritanli coefficienti doti e G il loro 

centro di gravità, menando per tutti «|U«ri punti e per & un sistema di 
parallele , e poi una trasversale qualunque , la quale incontrasse quelle 
parallele rispettivamente ne' punti A' it A\ ,,, A'„ , G, ». «e risultava: 



(1 K-A,A A^A'.-H*,. A, A a V»=f«,+vH'!+ > '+®» 



Or. codesta formula li» hmgo non solo quando i punti dati sono in 
un piano , mai eziandio allorché si trovano comunque posti nello spa- 
zio , purché in questo coso u la retta trasversale s' intenda sostituita 
uq piana trasversale segante il sistema di parnHcle menate pe' punti dati. 
Avremmo potuto dimostrare questa prò posi rione col soccorso de' fa sei 
.di piani e di rette proiettive ; ma saia più agevole intenderla a In ma- 
niera seguente. % ■' •.>. , 

I 402. Sieoo A,, A,, A, (fig. $9j tre punti dati nello spazio ed 
«,» a». **» tre coefficienti rispettivi. Si congiungano i due primi punti 
A,, e A, e la loro distanza si divida in hi parti reciprocamente 
proporzionali ai coefficienti, a,. in modo, cioè, che sia A,B, : B.A, 
Sarà B, il centro di gravità vie’ due punti A,, A, (n.° 387 ,’ 
scol.), indi si congiunga B, con A,, e si divida la B, A, in B„, in guisa 
che s'abbia A,B, ; 0,8,^,^», Dico. elio menando, per B, un piano 

qualunque che tagli le tre parallele incuale per A, , A, , A, rispettiva- 
mente in A', i A , , A', , sarà ; 



(a) «,.A l A',-t-a > .A I A',-H[ 1 .A J A' J — o. 

i . j . . I* 

In effetti, menando per B, una parallela a quelle menate pe’ punti 
dati , la quale fosse incontrata in B,' dal medesimo piano menalo per 
B,, e osservando che i tre punti. A*. A, sono in un piano, anzi 

in una retta, avremo per la (1): 

<V 4 , A A t A',={« I -f-a m ÌB 1 B' l ; 
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ma si ha pure {ter l'ostruzione 

I a a :;A a B, ; ; B,B', 

e perciò («,-i-« t )H 1 B' , 1 =oe 1 .A 1 AV» dunque, sostituendo nella precedenlo 
eguaglianza, s’otterrà appunto In (a), la quale ha luogo per qualunque 

S iano pienato per B, , e solo per questo punto. Imperocché , se un pia- 
o che non passa per B, taglia il sistema di parallele menate per A,, 
B,, A a , A s e B t rispetti* amente in A*,, B*,, A*., A',, B" a ; allora per 
la forinola generale (1) avremo rispetto ai punti A,, B, , A, 

a,.A,A* I 4-* a .A,A*.=('» I -f-«,)B,B'' l i 

1 . * i« ‘ 1 '••»»** *••* 

C rispetto a i tre punti B,, B, , A, (osservando clic al punto B, corrv- 
5 pondo il coefficiente a.-H*,) avremo : . « • i • ; 

K+«É)B,B* 1 H r « t .A 3 A , J =(tt t ri>-a,Hr* J B„B", . 

e quindi, mercè queste due uguaglianze si trae : ■ 

a I .A < A",+!«,.A,A‘',-t-a J .A A A',=(a I -t-« t -i «JBjB’j, ! 

• • .. .! 

si che il primo membro non è nullo , fioritè , come si suppone , non 
è -a,=o. 

Quest’ ultima formola contempi la legittimità de la (1) nei; caso 
che i punti nello spazio, sieno soltanto tre. 

403. Òr, con un simiie ragionamento si può passare da tre a quat- 
tro punti , da quattro a cinque , e cosi appresso. In generale , dati n 
punti A,, A,, . . i A„, nello spazio» ed aKrìtanti coefficienti rispetti- 
vamente corrispondènti , a,, a a . . . la cui somma -t- 

. . . -H*„ non sia nulla ; si può sempre determinare un punto unico 
G, tale cne , per qualunque piuno che non passi per G, e che incontri 
il sistema di parallele condotte per A,, A k ...A n , G rispettivamente in 
A',, A\...A' a , Gj s’abbia la relazione (1), e quindi pe' piani che pas- 
sano jser G, essendo GG,=o, sarà particolarmente : 

■ \ : • «. ' I. f *. ■ »* < •-. ..» 

(2) AjA'j-l-Oj.A.A'j-t-aj.AjA'j-t- -f-« n A n A' n =o. 

hi effètti, presi due qualunque de’ punti dati, e sieno A,, A a , Si 
determini il centro di gravità B, di questi due punti (n.° 387 ,• scol.), 
Q sarà 5 « 1 A 1 A\-4-a,-A,A'r=(* 1 -Ht t )B,B\, e quindi 

. , ' ; ' ■ ■ j 1 . , l. il .• 

a,.A,A' t -l-a,.A,A' 1 -i-a,.A 1 A' 3 -|- . . . -f-a n .A B A , |> = 
( , i+ a JB a B' I -4-a 1 .A J A' l -|- . . . -b* n .A u A' u ; ' . 
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si che il primitivo sistema di n punti trovasi iu tot modo ridotto ad 
un nuovo sistema di n — 1 punti, Ji, , A,. . A„, coi rispettili coefficienti 
c tale die ia somma di questi caéfflcienti è uguale 
a quella de' coefficienti primitivi , come pure la somma de’ prodotti di 
ciascun sedimento pel coefficiente rispettivo è la stessa ne’ due sistemi. 
Laonde, col medesimo artifizio, il secondo sistema di n — 1 punti si può 
ridurlo ad altra di n — 2, equivalente al primo , e così a mano amane, 
finché non si giunga, dopo n — 1 trasformazioni, ad un ultime punto 6, 
il cui coefficiente sarà eguale a la somma «, 4-<v+-... +<*«• e il prodotto 
di questo coefficiente pei semrncnto GG, sarà eguale a la somma dei 
prodotti dei semmenti A,A\, ec. pe' rispettivi coefficienti ec. Per- 
tanto , rispetto a qualunque piano che non passa per G, vi sarà tra i 
semmenti A.A’,, A.A’, , . . , GG, la relazione (1) e per quelli che 
passano per G, avrà luogo hi relazione (2), 

404. Che il detto punto G sia Unico lo si dimostra agevolmente ■, 
osservando che se Un altro punto H vi esistesse, dotato della medesima 
proprietà e diverso da G, nlkirn per qualunque piano condotto per H, 
c che non passa per G, dovrebbe essere la somma de’ prodotti a, A.A/, 
ec. eguale a zero , il che è contrario a ciò eh' è dimostrato nel nu- 
mero prec. 

Rimane quindi provato die sieno i punti A,, A, . . A n in un pia* 
no o pure nello spazio Ita sempre luogo la relazione (1), e si condiiu- 
de ancora che il centro di gravità d’ un sistema di punti nello spazio, 
ai quali corrispondano rispettivamente i coefficienti è quei 

punto pel quale menato un piano qualunque è sempre 



n,.A I A',-t-a,.AA',-+-« J .À,A , J 4-, . . . -H« B .A.A' n =iO,' 

(essendo A.A 1 , , ec. ì semmenti, paralleli compresi tra que' punti e il 
piano) nè è ili pari tempo la somma . , . -t-a n =o. 

403. Se poi cotesta somma ec. è nulla, la formala 

(2) dà per GG, un valore infinito , sì che indica cadere a l’ infinito il 
centro di gravità del dato sistema di punti. Or, è sempre possibile de* 
terminare la direzione in che vada detto centro a l’ infinito. 

In effetti sia : È chiaro che verificata co- 

tesln condizione non può esser pure «,-(-....-+-**==0, altrimenti sarebbe 
a,=o, e il corrispondente punto A, dovrebbesi considerare come non 
esistente. Sia quindi H, il centro di gravità de’ punti A,, A,. ..A,, che, 
secondo la precedente condizione è determinabile mercè la forinola 

‘ . : . * / * ' ' i ! 
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essendo, al solito A.A,', oc. i sommanti paralleli rispetto ad un piano! 
'qualunque elle non passa per LI. Avremo dunque : 



A,A , l +a 1 .A,A A U A', — a,(A 1 A l > — HJ1’,). 

Or , il primo membro di quest’ eguaglianza sarà nullo , tosto che sia 
■À I A' 1 =H 1 H 1 ', quindi ogni piano parallelo a la retta A, A,', c nessuno 
altro , soddisfarà 1’ equazione 

(-) «,.A I A , ,-|-a # .A,A',-i-. • • •-f-‘»n , -^u^ n =0 » 

nel caso clic sia : 



w 



— 0 . 



Se invece del punto A,, messo a parte , si fosse mésso A, o A,, 
ec., facendo lo stesso ragionamento , avremmo trovato altrettante rette 

A. H, . A,H, , ec., dotate de la stessa proprietà di ÀJI,. Tutte questo 
rette deggiono necessariamente risultar tra loro parallele , altrimenti 
non solo i piani paralleli ad una qualunque di esse sòddisferebbero la 
(2), ma si pure qualunque altro piano! ii élie, coln’ò dimostrato, non 
è possibile. 

Ora il centro di gravità esséntfo (ii.° 401) tale iin punto che qua- 
lunque piano per esso condotto soddisfa alla (2), e le rette parallelo 
potendo essere considerate come incontrantesi a l’infinito, cosi, nel 
caso in cui la somma dc'corflìticnii corrispondenti ad un sistema di punti 
è tndla , il loro centro di gravità cade a i infinito , in una direzione 
determinata da le parallele segnate come qui innanzi è detto. 

406. Finalmente , quando le (2) , ed (a) han luogo ad un tempo 
allora il centro di gravità ha una posizione indeterminata. 

407. Ancora, se i punti dati sono in uno stesso piano, anche in 
questo piano starà il loro centro di gravità. Imperocché, siccome la (1) 
ha luogo per un piano qualunque, può sempre supporsi che questo pia- 
no sia quello de’ punti dati ; allora A,A' 1 =A I A' !l =e'fe.=o, e conseguen- 
temente ancora GG,=o , il che indica essere il punto G nello Stesso 
plano dei punti datf. 

408. Poniamo ora che s’abbia un secondo sistema di pi punti B,, 

B, . . . B m ; coi coefficienti rispettivi .6 m ; siane H il centro 

di gravità , e sia (Pi un piano al quale si riferiscono ad un tempo i 
due sistemi (A, , ec.), (B,, ec.), e che non passi nè per G, nè per H. 
Rispetto al primo sistema avremo la (1), e rispetto al secondo avremo : 



(3) (J9.+A4-. • • •-+-?m)Iin'= i 3 t B l B' 1 +'5 1 B,B , ,-f— . .- 






(’) 



(■) Per brevità ili scrittura togliamo il punto che andrebbe messo tra il coef- 
ficiente numerico e il semmento corrispondente , Collie fui' óra si è fatto. 
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! 

ttf però, se 

W 1-. £,+$,-(-• •••4-3 IU , 

® * l * ue sistemi (A,, A,, ec.), (B 4 , B, , ec.) hanno lo stesso centro di 
gravità , sarà : 



(5) «AA'.+^A.A'.-H • .+* n A n A' n = 1 9,B,B' l + i 3.B.B'.-K . .+ ; 5 IU B m U' m , 



c reciprocamente. 

Scolio. — In generale perchè sia GG,=HH', dovrà essere : 



(M ( (A+i 5 .+«**+. 3 inX«iA 1 A',-Hf 1 ,A,A' 1 4-...-4-a q A ll A' I1 )= 
i (*,+*.-+-• (^iB 1 B' l + 1 s 1 B,B','h...+p m B m B' m ); 

cosi , quando questa equazione potrà esser verificata , i due sistemi anK 
metteranno lo stesso centro di gravità. 

400. Pria ili passare innanzi giova notare che, cangiando i segni 
a tutti i coefficienti ec. nella (1), il centro di gravità del siste- 

ma non cambia di posizione. 

410. Ponendo per un momento • . • 4-a„=* , la stessa 

(1) diviene ; 

( 7 ) «,A 1 A' i +« > A 1 A i ,-(-. • • •'+‘* 0 A a A' n =sGG I , 

e quindi 



(8) *iA,A' J 4-n!,A,A',4— ••• — sGG,= — a„A n A' u . 

Ancora , la (7) pnù scriversi pur cosi : 

OjAjA ,+agA, A ,-t-..« nl A 1J1 A m =sGG, SI m + 1 A ul + 1 A , II1 ^ 1 — . . — a B A n À , ' n 
E chiamando y il centro di gravità del sistema A,, A,. . .A m , avremo : 
“«AjA ,+*.A,A ..-f-« m A m A «,-}-■ • • •-f-am/jr/, 

e quindi ancora ; 



SGG, 2 m -t- l A, ll -,- 1 A . . . «nAnA',, — («,-)- *,+..+ 2 m 

laonde il centro di gravità del sistema di punti (A,. . .AJ è .lo stesso 
clw quello de' punti (G, A in -+-,. . ..A,) con i coefficienti rispettivi $, 
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— — a n , o pure (u.° prec.) con i coefficienti rispettivi — t, 

*«+i****S* 

Pertanto in virtù de la Corniola ,8) e per quest’ultimo risultamento 
ottenuto possiamo concliiudere , in generale , che : l.° ciascun punto 
il un dolo sistema può considerarsi come il centro di gravità di tutti 
gli altri , quando però s' aggiunga a questi il centro di gravità di lutto 
il sistema con un coefficiente eguale a la somma di tutti i coefficienti col 
segno opposto ; 2.° dividendo il sistema in due parti , il centro di gravità 
di una di esse è lo stesso che quello de f altra, quando a questa s'aggiun- 
ga il centro di gravità del sistema intero col coefficiente anzi detto. 

Gouollaiuo. — Se il sistema dato non ammette centro di gravità , 
allora ciascun punto è il centro di gravita del sistema de’ rimanenti ; 
e fatti due gruppi de l’intero sistema , i cenili di gravita rispettivi 
coincideranno. 

411. Ponendo anche per semplicità 5,4-3,-j- . . . -+-3 m =s I , la (3) 
prende la forma 

(9) ftB 1 B' I -hAB.B',-4-...-H m B m B' lu =s 1 IIir. 

Moltiplicando quindi la (7) per una indeterminata m e la (9) per 
un’ altra indeterminata n e addizionando , avremo : 

(10) ma,A t A! ..-{-»la n A ll A' 11 +nj3 1 B 1 B' I -l-...-t-»i 1 6 m B m B' m =: 
msGG.-HwHH'. 

Quindi il centro di gravità de’ punti A, . . . A„, B, . . . B m , con i coef- 
ficienti rispettivi ma,. . .ma a . . . n.3 m è lo stesso che quello dei due centri 
G, H con i rispettivi coefficienti ms, ns,. 

412. Or, se s’ ammetta che il punto A„ del primo sistema coin- 
cida col B, del secondo , osservando che in tal caso AnA'^B.B', , 
avremo : 

nia.AiA',-)— ••-K r «*n-+-np,)A„A' n 4-...-f-»B m B' IU =tnsGG , -Hn4HH', 

e facendo tna„-t-n^i— 0 » il rapporto m : n resterà determinato, e nel 
tempo stesso sparirà il punto A„. Laonde se due sistemi hanno due punti 
coincidenti in un solo, questo può essere eliminato. 

413. Nel caso che il punto A„ del primo sistema coincide col 
centro di gravità li del secondo, allora, determinando il rapporto m 1 »i 
con questa condizione , si troverà : 

“A4* A',H-^»A,à' •~i~*n! s *B,BVi— • 'i U B ni =ss I GG l , 
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vàie a dire che in questo caso il centrò di gravità G ri ancor re ri Irò 
di gravila del complesso de’ due sistemi (A,, A, . . , B, . . . B^) con i 
coefficienti rispettivi »,s, , a A s t . . . , a,,p, . . . 

Ali. Messi i precedenti preliminari, è da osservare che le princi- 
pali equazioni (1), (2), (5), e quelle Clic da qOeste si deducono, non 
ìian luogo per determinate lunghezze de’ semmentì A.A’,, ec. , o me- 
glio per sola una e detenni naia posizione del piano (P); si che le lnn- 
ghezze di quei semmentì venendo determinate da la posizione di que- 
sto piano , e questo non induendo su la posizione del centro di gra- 
vità del dato sistema , si possono in dette fortnole sopprimere gli c- 
stremi A'„ B'„ ec. di detti semmenti, c scrivere in luogo de le ti). 
(2), (5), rispettivamente : 

(11) A. - !-*» A,-i— . . .-l-a n A n =(a ( +a,-i-- ; 

(12) *,A I -|-a 1 À l -t-...-t-a f ,À n =0; 

(13) a iA 1 -+-a 1 A 1 -+-v . • -h “n A B ,-+-3»B,-l- . . . • 

PWÒ cotesto non sono più vere eguaglianze algebriche , perchè A„ A,..’, 
indicano punti e non numeri , astratti o concreti ; tolte quelle lettere 
majuscolc, l’eguaglianza si trova vera. A toglier pertanto ogni equivocò 
che potrebbe aver luogo , considerando le tre precedenti formo le nel 
senso puramente algebrico, il distinto prof. Mòbius, autore del melodd 
che ci facciamo ad esporre , propose sostituire ai segnò di eguaglianza 
quello di equivalenza (=) j e scrivere la formula (11) cosi; 

(14) « I À 1 -Ht 1 À t -|— . . .-H* n A*=G , 

c la (13), (sia o pur no • .-!-«,?=&+&-+-■ . .-f-fS*,), 

(15) *iÀ*-bcc,À.-f-.. •+»nA»#À+l s 3i+* • 

ilo. Egli è agevole , in tutti i casi , riportar queste forinole al 
loro significato geometrico , dando al secondo membro de la (14) un 
coefficiente eguale à la somma algebrica di quelli del primo , Voltando 
il segno di equivalenza ih quello di eguaglianza , c mutando i punti 
A, ec. ne' semmenti A,A', ec. di rètte parallele, compresi tra i punti 
dati ed un piano. Similmente , in ordine a la (15) si muterà il segno 
dì equivalenza in quello di eguaglianza, se la sómma de’ coefficienti del 
primo membro pareggia quella de’ coefficienti del secondo, e ai punti 
si sostituiranno i semmenti. E se l’eguaglianza fra le somme de’eoefli- 
tienti non lui luogo, si potrà ciò ottenere moltiplicando ciascun coeffi- 
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cicute d' un membro per In somma di tutti quelli de l’altro (n.° 408» 
scol.). 

Finalmente se la somma 

a.-HvHvi - - • -+ a n— 

l’equivalenza baricentrica, da sostituire a l’equazione (12), è: 

(10) . .-(-«n4ii=0- 

416. Posto ciò, le formolo (11), (12), (13) o le equivalenti (14), 
(16) e (15) sono state dal Mòuits denominate formole centrobariche , 
e cenlrobarico egli chiama il calcolo o algoritmo che serve a trattare 
quelle formole. 

I canoni principali di cotesto calcolo sono i seguenti : 

Canone I. — Si può ai due membri d’ una equivalenza baricenlrìca 
■aggiungere una slessa quantità , che non sia però un semplice numero, 
ma un punto moltiplicato pel suo coefficiente , o anche un aggregato di 
punti coi loro coefficienti rispettivi. 

Canone li. — Si possono moltiplicare o dividere i due membri d' una 
equivalenza baricentrica per una medesima quantità, che non sia però 
un punto , ma un semplice numero astratto. 

417. Se, come ne’ numeri 410, 411 si abbia: 

“i A.-f-OjA.-f-. . •-t-a n A I ,=sGG I ; • •4 - ? m B w ==*,HH', 

s’ avrà pure : 

o.mA.+a.tnA.-l-. . .jty»B 1 -+-/5,nB É +. . .— nuGG'-t-rì^JIIF , 
o se i due centri G cd H coincidono sarà : 

A,+a.m A,4- . . . -Hfy» B,-+-s l nB 1 -(-« • .=(ww-|~ni,)G G , ; 



ma 

ms-j-ns l = ai m-H* t nH-. . .+,'3 I *H-S,n+ec - 

dunque G 6 il centro di gravità del sistema A,, A,. . .B,, B„. .. con I 
coefficienti rispettivi «,m..../3,n, ,%n, ec. E però si può stabilire il 
seguente 

Canone III. — Avendosi 

aA-|-àB-t-cC-f . , ,~M, a 1 A. -t~ò B-f- c’C-t-.. .==^1 » 
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tara pure : 
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418. Abbiasi finalmente 

.*H-« U A U =M, 

e sarà successivamente : 

a, A,-h* a A A n =(a,+a g 4- . . •+*„ 1 M 

A i 4--A ì -H...+^A i1 =(i^^+...+ ^)m=M. 

«, a g \ « g «, / 

e però : 

a,A I -f-n 1 A,+. A n =A,H — -A a -(-. . .-| — -A B sM , 

«, a, 

cioè 

Canone IV. — Se tulli i termini del primo membro duna equivalen- 
za cenlrobarica si dividono o si moltiplicano per una quantità costante, 
V equivalenza non si turba. 

419. Per potere applicare il rulcoio in discorso a le quislioni geo- 
metriche, sono inoltre necessarie talune altre verità preliminari, che 
qui appresso ci faremo ad esporre. 

Come un semmento rettilineo compreso tra due punti A c 15 può 
avere il segno — f- o il — , secondo la primiera ipotesi di passare da 
uno a l’altro de' suoi estremi (n.* 291), cosi pure l'espressione geome- 
trie» d’un triangolo, mercè le lettere poste ai suoi ire vertici, può 
esser preceduta or da un seguo or da I’ opposto , secondo la ipotesi da 
principio stabilita nel percorrerne il perimetro. Così, messo che il trian- 
golo sia ABC (fìg. 60) , c che il senso positivo nel percorrerne il pe- 
rimetro sia quello che risulta passando da A a B a C ad A , il senso 
negativo sarà, per contro, quello che si ha, quando da A si passa aC 
n B ad A. 11 primo vertice donde si parte può esser qualunque de* tre, 
c però ritenendo In presente ipotesi , avremo che la superficie del trian- 
golo dato sarà positiva , nominandola ABC, 1ICA, CAB, e sarà negativa 
quando In si nomina ACB, CBA, ACB : così 

(17) ABC=— ACB, o vero ABC+ACB=o. 

420. Si sa che se B, C, D sono tre punti messi per dritto, si ha 
la relazione semmentarin : 

(18) BC-t CD-i-DB— o : 
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ora mostreremo che lina simile relazione si ha , quando si prenda un 
quarto punto A e si formino tre triangoli, congiungendo quel punto coi 
tre 1$, C, D. E per vero , ponendo che C {fiig. 60) cada fra BcD, 
allora avremo che la superficie del triangolo ABD sarà composta da le 
due ABC, ACD, e queste tre superficie hanno lo stesso segno, che pos- 
siamo supporre essere il -f-{ laonde avremo : 

ABC-f-ACD=ABD, o vero ABC-hACD — ABD=o; 
ma ABD= — ADB, dunque : 

(19) ABC-t-ACD-hADB— o. 

Scolio 1. — Se il punto C non cadesse , come si è supposto, fra i 
due punti A e B, si proverebbe che la precedente forinola ha pure luo- 
go , come si dimostrò per una forinola simile a la (18) nel p.° 291, 
Ammesso pertanto clic i tre punti B, C, D stieno per dritto, avrà 
luogo la (18) e posto che A sia un quarto punto messo nello stesso 
pinno coi tre precedenti, avrà pure luogo la (19), che da la (18) si 
trae col solo premettere a ciascun suo termine la lettera A. 

Scolio II. — È chiaro inoltre che 

ABC : acd : adb: :BC : cd : db. 

421. Sieno ora quattro punti A, B, C, I) v/ty. 61) comunque situati 
in un medesimo piano , e si congiungano a due a due. Chiamiamo Al il 
punto d'incontro do le due AB, CD; e poiché C, D, M stanno per dritto, 
sarà : DM-{-MC-f-CD=o, e conseguentemente per la (19) 

ADM-f-AMC+ACD=o, BDM-4-BMC-HBCD=o. 
Similmente essendo A, B, M in linea retta, avremo: 

CBM-+-CMA-t-CAB=o, DfìM— f— Dàl A— f-DAB — o . 

Ora , addizionando la seconda e quarta di queste equazioni , e da la 
somma sottraendo la prima e terza , e tenendo presente la formoli! 
(17) , troveremo sussecutivamente: 

( — ACD-I-BCD — CAB-f-DA B=o , 

(20) | BCD — CDA-t-DAB — ABC=o , 

( DBC-t DCA-4-DAB=ABC. 
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422. Egli è ora agevole estendere queste considerazioni ad un te- 
tragono , o sia ad una piramide triangolare. Sia BCD una de le facce 
de la piramide e sia positiva nel scuso indicato da la scritta successio- 
ne di lettere e andando da sinistra a dritta. Sia inoltre A un quarto 
punto nello spazio , il qual punto può trovarsi sopra o pur sotto del 
piano di quella faccia , supposta in una posizione orizzontale. Allora 
la piramide ABCD sarà positiva nel primo caso e negativa nel secondo. 
Se poi la superficie di quella faccia è negativa , come BDC , la pira- 
mide ABDC sarà negativa , quando A sta al di sopra del piano , e 
positiva quando sta sotto. In tal modo, supponendo che ciascuna de le 
altre tre facce prenda una posizione orizzontale , e il vertice opposto 
si trovi al di sopra , o , ciò che vale lo stesso , cominciando a nomi- 
nare la piramide con una lettera posta in un vertice, che si considera 
positivo , c quindi aggiungendo le tre lettere della base , l’espressione 
de la piramide sarà positiva o negativa secondo che nel nominare la 
base si va da sinistra a destra o al contrario, rispetto ad una persona 
che da quel vertice guardasse la base. Così si hanno .* 

espressioni positive IABCD, ACDB, ADBC, BADC, BCAD, BDCA, 

de la piramide (CADB, CBDA, CDAB, DACE, DBAC, DCBA; 

espressioni negative (ABDC, ACBD, ADCB, BACD, BCDA, BDAC, 

de la piramide tCABD, CBAD, CDBA, DABC, DBCA, DCAB. 

423. Dopo ciò , se con C. D, E si dinotano tre punti per drillo; 

con B un quarto punto , e con A un quinto fuori del piano de' primi 
quattro ; avremo (n.° 420) BCD-t-BDE+BEC=o, c introducendo in 

ciascun termine, e al primo posto il punto A, avremo ancora : 

(21) ABCD+ABDE4-ABEC=o. 

Inoltre 

ABCD : ABDE : ABEC: ,’BCD : BDE : BEC: :CD : DE : EC. 

424. Similmente se B, C, D, E sono quattro punti in un piano . 
si ha : (n.° 421) 

(22) CDE — DEB-t-EBC — BCD=o , 

e premettendo a ciascun termine un quinto punto A, fuori del piano 
de' primi, si otterrà pure, rispetto ai quattro tetraedri che ne risultar ■ 

(23) ACDE—ADEB-t-AEBC— ABCD=e , 
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« inoltre 

ACDE : ADEB : AEBC : ABCD: :CDE : DEB : EBC : BCD. 

425. Da ultimo sieno cinque punti A, B. C, D, E posti nello spa- 
zio , e talmente che quattro qualunque di essi non sien mai in un me- 
desimo piano. Siccome una almeno de le quattro rette che partono da 
E, e vanno a gli altri quattro punti A, B, C, D, deve necessariamente 
incontrare il piano clic* passa per gli altri tre punti, sia la ED, che 
incontri il piano ABC in un punto M. E poiché i punti D, E, M 
sono in linea reità, combinali questi con gli altri tre A, B, C, a due 
a due presi, daranno (21,423): 

BCDE+BCEM-t-BCMD=o , CADE+CAEM+CAMD=o , 

A B DE-H ABEM-+-A BMD=o. 

E poiché inoltre i quattro punti A, B. C, M sono in uno stesso piano j 
avremo ancora , secondo la formola ^23 , 

DBCM— DCM A-+-DM A B— DA IlC=o , 

— EBCM-t-ECMA — EMAB-t-EABC=o ; 

c però addizionando queste cinque uguaglianze , e sopprimendo i ter» 
inini che si distruggono secondo la regola del n.° 422 trovcrassi : 

BCDE-f-CADE+ABDE — DABC-(-EABC=o , 

o vero : 

(24) BCDE-t-CDEA4-DEAB+EABC-t-ABCD=o , 

(25) EBCD— ECDA+EDAB— EABC=AKCD. 

La legge di formazione de la (24) è manifesta. 

ARTICOLO II. 

lUfMISENTAlIOSE GEOMETRICA DI TALUNE FORMULE CE.NTRODARICIIK. 

420. Bimane ora a mostrare il modo d’ inte petrar geometrica- 
mente talune forinole, che possono essere il risultamento d' un calcolo 
centrobarico. E primamente , se A e B sono due punti dati c M un 
terzo punto tale da essere 

(1) MssaA-t-fcB , 

22 
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«ari M un punto de la retta AIJ, talmente posto che BM:3IA; 
Imperocché, la (1) indica che M è il centro di gravità de’ due punti 
A e B (n.° 414). Or, questo centro di gravità cade su la retta AB e 
divide questa retta nella proporzione di a:b (n.°397 scol.) (n.° 387 scol.) 

Corollario I. — Se insieme a la (1) s’avesse pure: M^a'A+è'B, 
ne risulterebbe la proporzione a:b‘.‘.a' :b'. 

Per contro, affinchè due punti 

M==aA-M»B , M'ssa’A+ò'B 

thè sono nella stessa retta AB , coincidessero , è necessario che abbia 
luogo la proporzione a : 6’.;a' : 

427. Reciprocamente al dimostrato qui innanzi, quando A e B sono 
due punti dati, il loro centro di gravità M deve soddisfare a l’equivalen- 
7a centrolmrica (1), perchè in un modo soltanto si può la AB dividere 
in due scmmenti che sieno nella ragione di a:b. In questo caso però 
cotesto rapporto è determinato da la posizione de’ punti A e B. Si che 
lm punto qualunque M d'una retta può esser considerato sempre come 
il centro di gravità di due punti A e B dati in essa , purché pero i 
rispettivi coefficienti a c b sieno tali da soddisfare la proporzione a : 6 
;:BM : MA. 

Non è più lo stesso quando i punti dati sono più di due. In que- 
sto caso ciascun punto M de la retta può bensì esser considerato sic- 
come centro di gravità di quei punti , ma allora tra i coefficienti non 
v’ha rapporti determinati. E per fermo, se A, B, C, sono tre punti 
dati in linea retta , ed M un punto , che , considerato come centro di 
gravità di A e B, dia 1’ equivalenza : 

M=aA+6B 

e similmente , considerato come centro di gravità di B e C soddisfi a 
l’equivalenza 

M=6B-f-eC , 

allora (n.° 417, can. III.), moltiplicando questa per m, e addizionan- 
do a la prima , sarà pure : 

MsaA-t-(l-4-mò)B4-mcC , 

e poiché m è una quantità indeterminata, resta provata la proposizione. 

428. Da 1’ equivalenza (1) si ha : (a-H>. M— «A-+-ÒB , e quindi 
ancora aA-H>B — {<H-à)M=o, o vero, ponendo — (a-hb)=c, e voltan- 
do 31 in C , sarà ; 

(2) aA.— 1 — &B— 1 — fC=a. 
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Cosi questa eguaglianza , per essere — {a-+-6)=c, conduce a l’ equivalen- 
za À=6B-f-cC , e mostra che A è centro di gravità di B e C, e che 
CA : AB::6 : c. Pertanto, avendosi fra tre punti A, B, C un'equazione 
come la (2), o meglio l'equivalenza centrobarica aA-t-òB-f-cCnko , essi 
staranno per drillo , e daranno luogo a le proporzioni a:6:c::BC:CA:AB. 

429. Poniamo ora aversi tre pariti A , fi , C ( fig . 62) non per 
dritto, e sia M un punto tale da soddisfare l'equivalenza centrobarica 

(3) MhhuAh-6B-4-cC. 



Essendo A, B, C in uno stesso piano, anche M starà in quel 
piano (n. 407). Inoltre, poiché de le tre somme che dai tre coefficienti 
presi a due a due si posson formare , una almeno è diversa da zero ; 
sia questa la a-\-b, e si ponga : 

(4) fa-t-6)X=aA-HB ; 

sarà cosi X il centro di gravità di A e B , e starà : 

(5) a : 6: :bx : xa: :mbx : mxa. 

Indi sostituendo (4) in (3) , s’ avrà ; 

(6) M-f(H-6)X-HC , 

sì che , secondo questa forinola , M è centro di gravità di I e G « 
si ha : 

(7) o-M» : c: .‘CM : MX: .BCM : BMX: : ACM : AMX , 

e però, tenendo presente la regola de’ segni del n.° 419, sarà: 

mbx : mxa: :mbc : mca 

e , paragonando questa proporzione con la (5), si trarrà a:à:;MBC:MCA< 
Finalmente per la (5) 

b : a+à::MXA : mbx+mxa::amx : mba , 



e paragonando con la (7) risulterà b : ct:ACM : MB A!. "MCA : M.VB. 

Pertanto la (3) determina nel piano de' tre punti dati A,B,C un 
quarto punto M Iole da essere 

(E) « : à : :mbc : mca : mab. 
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430. Che se, unitamente a la (3) si avesse pure Mssa'À+ò'B+e’C. 
(le risulterebbero le proporzioni a:b:C,‘.a':b':c'. 

E reciprocamente, perchè due punti 

M=/iA-(-6B-|-cC , M'=a'A-t-l/B-t-c'C , 

esistenti nello stesso piano ABC, coincidessero, egli è d’uopo chele 
. , a b c 

proporzioni — — avesser luogo. 

Scolio. — Ora , si può notare che , per 1‘ esistenza del teorema del 
n.* 428 è d’ uopo che non sieno tutti e tre , ad un tempo , eguali a 
zero i coefficienti a, b , c ; altrimenti ciascuna terna di punti non esi- 
stenti per dritto soddisferebbe la (2). Per contro se A , B , C sono tro 
punti non in linea retta, e tra questi abbia luogo la (2), o meglio 
l’ equivalenza oA+6IH-cC=o , dev’ essere a=b=c=o. Imperocché , 
ponendo a=g — h, b—h — f, e quindi c= — a — b—f — </, la (2; di' iene 

gA+AB-t-/'C=hA+/H+tìC, 

Or, non essendo i tre punti A, B, C in linea retta, le due espressioni 
de’ due membri devono rappresentare un solo e medesimo puuto (u.® 
♦29) , e quindi dev' essere (n.° 430': 

g : h : f::h : f : g 

cioè f=g=h , e però a—b—C—o. 

431. È poi sempre possibile, dati tre punti A, B, C, determinarne 
i rispettivi coefficienti , in guisa che un qualsivoglia dato punto D ne 
sia il centro. 

E per fermo , dinoti X il punto d’ incontro de le due rette AB 
e CD, prolungale se occorra. Allora, stando per dritto i tre punti A, 
B, X e C, D, X sarà : X=*A-|-pBsyC-|-<?D , e i rapporti » : 3 , y : 3 
saranno del lutto determinati (n.° 426). Dopo ciò se , conservando co- 
testi rapporti , si prendano talmente «, p, y, 3 da soddisfar l’eguagliania 
«-t-p=y-Hf , il che è sempre possibile (u." 408), allora il rapporto P'y 
sarà pur esso determinalo. E poiché si ha inoltro. «A+pB==yC-WD< 
e o=a-)--p— y , sai a : 

D= aA-f-pB yC , 

cioè I) centro di gravità de’ tre punti dati A, B, C, coi coefficienti ri- 
spettivi già determinati. D’altronde cotesti tre coefficienti », p, — /pos- 
son variare nel rapporto de triangoli DBG, DAC, DBA. 

432. Compendiando il fin qui detto risulta che, ad ottenere il punto 
M dato da la formolo (3 , bisognerà dividere uno de’ lati del triangolo 
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ABC (fig. 02) in guisa, clic i semmenti adiacenti a ciascuno de' vertici 
sieno inversamente proporzionali ai rispettivi coefficienti di quei punti; 
indi congiungere il punto di divisione con 1‘ altro vertice , e questa 
congiungente dividerlo in modo, che i semmcnti adiacenti al terzo ver- 
tice e al punto di divisione sieno tra loro in ragione inversa de la 
somma de’ due primi coefficienti , e del terzo coefficiente. 

É chiaro d'altronde che, eseguendo la sola prima parte di coteste 
costruzioni rispetto a due lati del triangolo , le due rette che per tal 
modo s’ ottengono determineranno il punto richiesto. 

133. Se nella proposta formola [3j si ponga a— |— 6— {— c= — d s'avrà 
successivamente ; 

(9) oA+6B-f-eC= — <fM , oA-|-&B-i— cC*4“dM^=so , AssòB— | — cC — | — dHf, 

e però (n.® 429) b : e : d::ACM : AMB : ABC, o pure , se si vuole, 
(n.“ 419) b : e : dii— CMA : MAB : —ABC. 

Ma per lo stesso n.° 419 , la (8) può scriversi pur così ; 

a : 6 : c: :bcm : — cma : mab , 

e però , voltando M in D , così in queste due ultime serie di propor- 
zioni come nella seconda (9), si conchiude che se A, B, C, D sotto quat' 
irò putui tali da soddisfare l’ equivalenza centrobarica 

(10) ? a A-t-òB-hcC-f- dD=so , 

essi sono in uno stesso piano , e danno luogo a le proporzioni seguenti: 

a : 6 :e : d: :bcd : — cda : dab : — abc. 

Questo risultamento è d’ accordo con quello trovato al n.° 421 ; 
imperocché, per supposizione, o per la (10), a-t-ò-+-c-+-d=o> e quindi 
ancora BCL) — CDA+DAB — ABC=o. 

Ber contro se ha luogo la (10), e perciò (n.®415), 

nè i punti A , B , C , D sono in uno stesso piano , dev’ essere a=b 
s=c=(fc=o'. (La dimostrazione come a lo scol. del n.° 430). 

Che se, avendo sempre luogo la (10), i tre punti A, B, C sono 
per dritto , e D sia fuori de la retta di quei punti , dev’ essere tl—o. 
Imperocché, se ciò non fosse, siccome per la (10) è D=aA-t-6B-|-rC , 
sarebbe D un punto del piano ABC, quindi de la retta ABC, contro 
l' ipotesi. 

434. Se nella (10) si faccia 

6B^C=:(ò-+-c)E , o sia EsòB+cC 
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»’ avrà : aA-+-dD-HÒ-t-c)E==o , e poiché ft— f— c= — (a-t-ff) sarà i 

aA4-t/D=^a+d)E , o sia EsaA-MD , 

quindi il punto E, appartenendo ad un tempo a la retta BC e a la retta 
AD (n. # 426), è l'intersezione di queste rette. Pertanto dinotando con F 
l'intersezione de le due rette AC e BD , e con G quella de le rima- 
nenti due AB e CD, avremo per determinare questi tre punti: 

( Esi B-(-eC=a A-+-dD , FsaA-}-cC=6B-f-dD, 

1 ' 1 G=aA-t-6BsrCH-dD. 

435. Potremmo, con lo stesso andamento, esporre le forinole che 
si riferiscono ad un punto nello spazio ; ma comecché in questa prima 
parte del nostro trattato non sarà discorso che di linee esistenti in uq 
piano , serbiamo ad altro luogo la esposizione de le formole centroba- 
riche che a io spazio si riferiscono. 

ARTICOLO HI. 

Espressioni centrobaricbe per rappresentare en ponto o una retta in or piano.—» 

Relazioni fra ie costanti deli.’ espressione di una retta o di quelle di nò 

PONTI O IU PIÒ RETTE CI1E SODDISFANNO DATE CONDIZIONI. 

436. La determinazione d’un punto in una retta o in un piano, 

0 anche nello spazio , richiede sempre de gli elementi geometrici, co- 
me punti , rette , piani , di posizione data , e che si posson chiamare, 
secondo il Mòbics , punti, rette, piani fondamentali, e richiede an- 
cora de gli elementi geometrici o anche numerici , che si possono, in 
generale, chiamare i determinami del punto. I primi sono fissi ; i se- 
condi sono variabili con la posizione del punto, e son tali nel tempo 
stesso che , per dati loro valori , la posizione del punto è affatto de- 
terminata. Ciò sarà meglio provato da quel che segue. 

437. Espressione centrobarica d’ un punto in una betta. — 
Abbiamo già veduto che se A* e B sono due punti dati d’ una retta , 
ed M è un punto de la stessa retta, è sempre possibile determinare due 
coefiicienti p e q tali che il punto SI sia centro di gravità de' due punti 
A e B ; e reciprocamente, dati questi punti e il rapporto p : q de' loro 
coefiicienti, il punto M é del tutto determinato. In entrambi i casi fra 

1 tre punti A, B ed SI evvi la equivalenza ccntrobarica : 

(1) si=m-hb. 

Pertanto presi i punti A e B come punti fondamentali , diremo 
ehe 1’ equivalenza (I) o 1' espressione pA+?B ò 1’ espressione cestro» 
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•abic a d’ un punto , che sta sopra una retta , la quale passa pe' dus 
punti fondamentali A, li ; e diremo , per semplicità, il rapporto p : q 
ordinala di quel punto. 

Or , la posizione di questo punto dipendendo non'solo dal valor 
numerico de 1' ordinata , sibbene ancora dai segni de’ termini clic la 
compongono , egli è d' uopo porre a disamina i diversi casi che, a tal 
riguardo , possono occorrere. E perchò pure la posizione del punto M 
è relativa a quella de' punti fondamentali su la retta indefinita AB, con- 
viene , nella discussione a fare , por niente ai tre semmenti in che 
questa retta riman divisa dai punti fondamentali; i quali semmenti sono 
quello fluito AB (fiy. 63) ; 1' altro che si prolunga indefinitamente a 
sinistra di A; e il terzo , anch’esso indefinito a dritta di B. Posto ciò: 

1. ° Se i coefficienti p e q sono eguali e de lo stesso segno, f espres- 
sione pA+pB , o (n.° 418, can. IV) la equivalente A+B, dinotando 
che il punto M taglia il sentimento AB in due parti eguali, è il punto 
di mezzo di cotesto senimento. 

2. ° Se il coefficiente d' uno de’ punti fondamentali, e sia p , è nullo, 
comecché p:q::BM;MA , sarà pure BM=o , e però il punto M sarà 
lo stesso punto fondamentale B , corrispondente al coefficiente che non 
svanisce. 

3. ° Se i due coefficienti hanno segni contrari , il punto M non cadrà 
più nel semmento finito, ma in uno de’ semmenti influiti (n.° 387, 
scoi.) e propriamente in quello a sinistra di A se , in valore assoluto 
pf>q , e in quello a dritta di B se , per contro , in valore essoluto 

q>p- 

4. ° Se p— — q , allora il punto M dovendosi trovare in uno de’ sera- 
menti infiniti , perchè i coefficienti hanno segni contrari , c dovendosi 
trovare ad egual distanza dai punti fondamentali , perchè quei coeffi- 
cienti sono eguali , non può essere altrimenti situato che a distanza 
infinita. Pertanto f espressione A~-B, o pure B — A, indica il punto a 
V infinito su la retta che passa pe' punti fondamentali A e B. 

438. Espressione centrobarica nix poto in un piano. Abbiara 
veduto (n.° 429) che se A , B , C \fiq. 64) sono tre punti fissi , ed M 
indica un punto tale da essere 

(2) M==/)A-t-7B-4-rC , 

quel punto M per dati valori de* rapporti p:q:r è interamente deter* 
minato, perchè giace nel piano stesso de’ tre punti dati e n'è il cen- 
tro di gravità. Per contro, per un dato punto M preso in quel piano 
è sempre possibile determinar completamente i rapporti p : q : r. Per 
sì fatta ragione I’ equivalenza (2), o la sola espressione pA-\-qB-\-rC 
s’addimanda ( espressione centrobarica del punto, nel piano. A, B, G 
sono punti fondamentali , le rette AB, BC, CA, sono rette fondamen- 
tali , « il triangolo ABC è triangolo fondamentale. 
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I rapporti dc'tre coefficienti p, q, r, o se si voglia ancora quelli del 
tre triangoli MBC, MAC. MAB (n.°429) sono le coordinate del punto. 

439. I tre punti fondamentali determinano nel piano tion solo il 
triangolo ABC (fig. 64), ma benanche le zone indefinite XAX', X’AIIV, 
YBY', Y’BCZ, ZCZ\ Z'CAX, ed il punto M potrà trovarsi o nell’area del 
triangolo , o in una di queste zone , secondo i valori e i segni de' tre 
coefficienti p , q , r. Ciò dà necessariamente luogo a la seguente di- 
scussione. 

1. ° Se i delti coefficienti hanno uno stesso segno, e supponiamo il 
- 1 -, il punto M giace nell’ area ABC. Imperocché se per assegnare la 
posizione di quel punto si faccia , come altrove, f/B+rC=P, sant , in 
virtù de la (2), M=pA-+-(9“H’)P , e il punto P, il quale , per essere, 
come si è supposto , q ed r d’ uno stesso segno -f- , cade su In BC e 
tra i punti li e C, è I' intersezione di quest’ ultima retta e quella che 
passa per A ed M ; inoltre, essendo ancora p de lo stesso segno di 
q+r, cade il punto M tra P ed A, e quindi nel triangolo ABC. 

2. ° S epe, in valore assoluto maggiore di q-\-r , e di segno con- 
trario a questa somma, allora la equivalenza M=pÀ-+-(q-|-r)P, ci mo- 
stra (n.° 437.3°) che M deve cadere sul prolungamento di PA , cioè 
nella zona XAX'. 

3. " Se, essendo sempre p e q+r di segno contrario, è, per contro, 
in valore assoluto, p<iq- 1-r, il punto M (n.° 437,3°) cadrà sul prolun- 
gamento di AP, vale a dire nella zona ZCBY'. 

Ragionando a lo stesso modo rispetto a la somma r+p e al terzo 
coefficiente q, o rispetto a la somma p+q e al terzo coefficiente r, 
si troverà , che 

il punto M cade nel triangolo ABC, se p. 



nella zona 
nella zona 
nella zona 
nella zona 
nella zona 
nella zona 



f anno lo stesso segno, 

v . \ » (in valore assoluto; 
XAX , se p^>q+r , v 



ZCBY', se p<lq+r, « 

YBY', se « 

XACZ', se q<Cp+r, « 

ZCZ' sé r^>p4-(/, « 

YBAZ', se r<Cp+q, a 



Inoltre in tufti questi sci ultimi casi i due termini che compongono le 
somme de’ secondi membri de le ineguaglianze , devono avere lo stesso 
segno , che dev’ essere 1’ opposto di quello del coefficiente che sta nel 
primo membro. 

4. ° Quando il coefficiente di uno de' due punti fondamentali è fi ulto, 
poniamo p , allora rrducendosi la (2) ad M=qB-4-rC , mostra che , il 
punto M sta su la linea fondamentale che passa per gli altri due punii 
fondamentali , » cut coefficienti non svaniscono. 

5. ° Se i coefficienti di due punti fondamentali sono nulli , allora il 
punto M coincide col terzo fondamentale. 
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G.“ Se la somma de' tre coefficienti è nulla , il che ha luogo quandi 
do due di essi essendo de lo stesso segno , la loro somma ha segno 
contrario al terzo, il punto M cade a l' infinito. Cosi, posto che sia 
p= — (q-t-r) il punto M sarà determinato (n.° 405) da le tre parallele, 
che passano la prima per i punti A e qB-t-rC , la seconda pei punti 
B ed rC — (q-t-r)A , e la terza pe - punti G c pii — (q+r) A. 

440. Espressioni te le distanze d' un itnto da le rette fon- 
damentali o dai pi nti fondamentali. — Sia ABC ftg. 65) il trian- 
golo fondamentale, ed 51 il punto (2). Dinotiamo con a, b, c i lati ri- 
spettivamente opposti a gli angoli A, B, C; con a, y questi angoli, 
e con a, , b , , c, le perpendicolari dai vertici de medesimi angoli su i 
lati rispettivamente opposti condotte. 

tosto ciò , da 51 si conducano le perpendicolari 5fP, 5IQ, 51R a 
le foudamentali BC, CA, AB, e le parallele 51G, MF a le due BC, AB, 
e osservando che 51FB— 180° — ABC=180" — S, e BF=5IG, avremo 
pel teorema 11. del n.° 107 : 

(3) MB=v/jH'VMG*+25IF.MG cos3. 

Or, secondo la (2) e per le (8), abbiamo : 



p _ q __ »' __ p-HM-r _jH-q-+-r _ 

51BC MCA 51 A B MBC+MCA-fM A B ABC ’ 

ma, ABC=-^ re.; 5IBC=| «.MP; MCA=| b. MQ t 

MAB— ^ 1 c.51R ; quindi 

p _ q __ r _ p-t-q+r _ ji+q+ r_p-\-q + f _ 
a.MP 6.MQ c.51R " ao, bb 1 re. 



e però 

(4) 51 1'= — — . MQ = — - - - — 

P-H/+*' p-Hf-H’ 



, 51R=- 



rc. 



P+y-hr 



, a i f t 

Inoltre , essendo =c , —a , sarà : 

senp sen,3 



(&) 



MF=™=- 



o. 



P 



senj p+</4-r senjS p-Hi+f 
r c. »• 



MR 

MG= = 



sen3 p+q+r senS 



e, 

a; 
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£ sostituendo in (3), avremo finalmente : 

(G) MB _^ vV c M-r‘a*-i-2;)rqccos^ 

p+q+r 

avendo messo il doppio segno innanzi al radicale , per ritenerne poi 
un solo , il superiore o l’ inferiore , secondo che la somma p-HH-r è 
positiva o negativa; e ciò perchè la distanza fra, due punti si considera 
sempre in valore assoluto. 

A lo stesso modo si troverà : 



(7) Me— h VV 6 ''+q v + 2 / , '/ a&C0S 7 . 8 MA= V^^= 

jH-H-r ’ ' P-H-K 

Scolio. — Queste tre formole possono essere trasformate ancora in 
guisa da contenere entrambe il medesimo angolo. Così, volendo che in 
tutte entri 1’ angolo p , si osserverà che , in virtù de’ triangoli MFC, 
MGA, si ha : 



MC=\/ JIFVFC"— 2MF.FC cos,3, MA= V /mg V AG*— 231G . AG co# 

ma FC=B€ — BF=BC — MG=a AG=AB— GB 

P-HH-r pH-f/4-r 

“AB — 3IF=c — — =— — ^ C -; quindi sostituendo avremo: 

P+q+r ]Hi(+r 



MC=± H-y) V— 2/;fp 4-7;nccos3 

~ P-+-q+r 

p-\-q+r 

441 . Giova notare come le formole (4) valgono per dare la distanza 
et un dato punto (la le Ire rette fondamentali ; e come le (6), (7) c (8), 
o pure le (6) e (9) servono per dare la distanza de lo stesso punto dai 
punti fondamentali. 

442. Mercè le dette formole si può pure ottenere le espressioni 
per le lince trigonometriche de l'angolo che una congiungenle il punto 
M con uno de’ punti fondamentali , forma con le rette fondamoBtili. 
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MP 

Cosi, per esempio, essendo sen MBC=- , avremo, in virtù de hi 

31B 

prima (4) e de la (0): 



( 10 ) 

e quindi : 

( 11 ) 



sen.MBC= - 









cosMBC- 



V p*{ c * — a 



tau.MBC= 



\/ /»V-H-*a*-t-2praccos,5 
P«. 



Vp\c’ — a,*)-(-rV-4-2praocos,3 

Corollario I. — Se jS=90°, coleste formole più semplicemente ad- 
divengono : 



( 12 ) 



senMBG=- 



P«. 



V/pV-f-rV 
tonili BG= 



: ; cosMBC=- 



V/p^c’-a.'j+rV 



VpV-H-V 



pa t 



VV(c‘-<0+rV 



Corollario. II. — E se, oltre a l’essere 5=90°, ì due lati AB, BC 
sono eguali, allora sarà: a=c==a J , e quindi: 



(13) senMBC= — P — ; cosMBC 



V V-K* 



VV-H'* 



; tanMBC=^-. 

r 



443. Con 1’ aiuto di talune de le stesse formole precedenti pos- 
siam pure trovare quelle necessarie ad esprimere la distanza fra due 
punti dati 

(14) Ms=pA4-qB-KC ; Msp’A-f-q'B-i-r'C. 

In effetti , seconda le formole (5) abbiamo (fig. 60) : 



» a 



(15) MP= — — — ; MR= — — — ; M'P'= ,- P , 

* ; p-H+r p-H-+r p-H'-K p-Hi-t-r 
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quindi , in valore assoluto , 



(16) MS= 



Pc 



MS=- 



Qa 



(P-H-HAP'+q’-+-r')’ 1 \p+q+r){p'-+-q’+r’) ‘ 



avendo , per semplicità , messo 



(17) P=p(q'+r')— p'(?+r ) , (h=r^>'-^q')—r'{p-\-q). 



Pertanto, essendo MM— ^AlS-t-M'S — 2MS.M'ScosMSM' ed es- 
sendo MQM — ABC=,9 , sostituendo in questo radicale le precedenti 
espressioni di MS , M S , si troverà : 



(18) 



uu , yf PV+(>V— 2 PQucco -8 

MM = — — : ; — • 

(p-H+r)(p -Hf'-K') 



Corollario I. — Se p=90°, avremo 
(19) MM'=> 



\fp*c'+(fa % 



(p-H-KjvP'-H'-Hr') * 
Corollario II. — Se j5=90°, ed a=c, avremo ; 



( 20 ) 



MM'= 



y/r+C r 



(p+?-+-r)>'-H'+r') 



a. 



444. Finalmente mercè le formolc (16) e una do le precedenti 
(18) , (19), (20) si può pure ottenere l'angolo formato da la retta MM* 
con la fondamentale BC. Così , nella particolare ipotesi che sia f an- 
golo in B retto , avremo per le ( 16 ; : 

MS Pr 
tan(MM’, CB)=--,- =-- 
v ' MS Qa 

P^'+r')—p'{q+ r) . r, _ p'q > +r ')—p’(q+r) ta{) vCB 
riP'-i-q'ì—r'iP+q) ’ a rip'+q')— r'\jp+q) 

44o. Espressioni i»’ una retta esistente in cn piano e che passa 
per due punti. — Abbiamo innanzi veduto (n.° 437 che se P, P' so- 
no due punti d' una retta , un punto altro E de la medesima retta , 
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viene rappresentato da l’espressione dP-+-d'P' , 



d d' 

esrendo Lna 

P'E EP 



volta determinato il rapporto de’ due coefficienti, rapporto che dinote- 
remo con r, l’espressione P+tP' non può rappresentare che un punta 
di quella retta. Laonde se diamo a » tutti i calori possibili , determi- 
neremo tutti i punti possibili de la medesima retta. In altri termini, 
lasciando r qual quantità sanabile , la precedente espressione centro- 
barica non si riferirà più ad un unico c determinato punto de la ret- 
ta , ma a tutti i punti di essa. E però si dice che P-i-rP' è 1’ espres- 
sione centrobarica fi’ una reità, che passa pe' due punti P e I". 

Or se, in generale, dinotiamo cori A. 11, C i tre punti fondamen- 
tali in un piano , e le espressioni de’ punti P e P' , rispetto a questi 
punti sono 

(21) P=/)A +-f/B-(-rC , P'=//A-t-f/B f-r'C , 



1’ espressione centrobarica de la retta , che passa per due punti , e la 
più generale , sarà : . 

pA+5B-+-rC4-i'(p A-f-q’B+r C), 

0 vero 



(22) (p+cp )A— }—(g— ) — l'g'jlì f-(r-t-tsr')C. 

Scolio. — In generale, quando si conoscon due punti, l’espressione 
de la retta, che passa per essi, la si forma aggiungendo a l'espressione 
d'uno de punti, quella de l'altro, moltiplicata per una quantità variabile. 

446. Punti n’ intersezione d’ una retta co.v le rette fonda- 
mentali.— La retta (22) prolungala andrà, ingenerale, ad incontrare 
le tre rette fondamentali , ed egli è agevole determinar cotesti punti 
d’ intersezione , osservando che , se vuoisi quel punto de la retta (22), 
nel quale viene ad esser tagliata da la fondamentale BC, per esempio, 
dovendo per cotesto punto esser nullo il coefficiente di A (n.° 439,4°), 
sarà d’uopo, perchè la (22) rappresenti detto punto, che sia p-\-vp‘— o, 

e però Laonde se sostituiamo questo valore in (22) c dino- 

i P 

tiamo con A' il chiesto punto d’intersezione ifig. 67), sarà esso de- 
terminato da la furmola 

(23) A's=(<fp'— p ? ')B+(rp'— pr')C==(pg'— r///)B— (rp'~ pr')C, 



Similmente i punti d’ intersezione B\ C' de la (22) con le fondamen- 
tali AC, AB, saran dati da le formolo 



(24) r^'jC— - (pq' — qp')K, C ’s(rp' — pr'j A — (qr' — rq' )B, 
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447. Queste espressioni , quando si ponga per semplicità 

(25) qr'—rq'—p rp’—pr’—q^ pq'—qp'=r x 

prendon le forme seguenti : 

(26) (r, — q t )X'=r ,B — </,C; (/>,— r.'B'^.C— r,A; (q—p,)C'=q,A—pfi. 



Dividendo la prima di queste equazioni per q l r l , la seconda per rj»,, 
e la terza per p l q l , e addizionando i risultamenti tiovcremo : 



(27) ( - — - ) A'+{ - - -)lY+ ( 1 - - \c=0 , 

\ 1, r . / \ r , P. / \ P, <LJ 



e questa equazione, comecché indipendente dai tre punti fondamentali, 
esprime appunto la condizione diè i tre punti A', B', C' si trovino su 
la medesima retta (22). 

Addizionando invece le (26) s' avrà : 

(r— gJA'-Kfc— rJB’-Hff,— P,)C'=(g,— r,)A+(r t —, pJB-hfp,— -q t )C. 

Or , la somma de' coefficienti in ciascun membro è nulla ; nè il 
secondo membro può esser nullo, perchè (n.° 428) A, B, C non sono 
in linea retta , nè ciascuno de' coefficienti è da se nullo ; dunque cia- 
scuna di quelle espressioni (n.* 439,6°) dinoterà un punto a l’infinito, 
il quale starà , per conseguenza su la retta A'B'C 1 , cioè su la retta (22), 
Pertanto il punto a /' infinito su questa retta ha per espressione 

(28) (q, — r l )A-h(r 1 — p, )B-t-(p,— <7,}C. 

448. Forvia più semplice de l’ espressione generale di una 
retta. — L’equazione (22) de la retta , senza nulla perdere de la sua 
generalità, può prendere una forma più semplice ; imperocché per for- 
mare I* espressione di quella retta basta prendere i due punti in elio 
essa incontra le linee fondamentali , e aggiungerle, nel modo innanzi 
spiegato (n.* 445, scol.). Cosi, ponendo che questi punti sieno i (23) 
e (24) , cioè : 

A'sz'jB — 7i c , B'=r,A — p,C, 

I’ espressione de la retta sarà pure la seguente : 

r, A — p,Cri-cc(r,B — qfi) , o vero (29) A-hxB-H m +zw)C » 
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èssendo : 




Pertanto l’ espressione (29) è quella d' una retta , fa quale in- 
tontra due rette fondamentali 1SC , CA rispettivamente nei punti 



(31) A'=B-H»C , B'==A-H»C. 



Finché i punti A' e B' non son dati , si pué disporre de le due 
costanti arbitrarie in modo da soddisfare a date condizioni , come ap- 
presso mostreremo. 

iti). Sostituendo nelle 30) i valori (23) di />, , q, , r, , avremo : 



(32) 



rq'—qr 1 


pr‘ 

fi — - 


—rp 


pq' — qp 1 ’ 


VI 


—qp’ 



e 1’ espressione (29Ì si pué, più generalmente, considero come quella 
d' una retta che passa pe’ due punti 



P=/)A+<?B-hC , P’=p'A-H?'B-4-r'C. 

purché i valori de le costanti m ed n sien dati da le (32) in funzione 
de le coordinate di questi punti. 

Scolio. — Ei giova notare come l’espressione (29) la si possa trarre 
da la (22) , facendo in questa p— 1, q=o, r—m, p’=o, q'— 1, r'=n. 
Ed in questo caso appunto i puuli (21) sono i (31). 

Ancora se —, , i valori (32) riescono indeterminati, come 

P 9 r 

col fatto dev’ essere , perché le precedenti eguaglianze di rapporti in- 
dicano che i due punti P. P' coincidono (n.° 430'!. 

• 150 . Espressione d'una retta che passa per ex punto fonda- 
mentale. — Se la retta dovesse passare pel punto A, ponendo P=A 

sarà q'=r'=o, p'= 1, e quindi m—o, n=— , l'espressione (29) diviene 

9 

A -t-.rB-f- — — — A-H?B~M'C. 

q X 

Pertanto, ponendo x in luogo di — sari : 

x 

(33) xÀ-f-^B-i-rC 
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1’ espressione de la retta che passa pel punto fondamentale A. E , In 
generale , quando nell' espressione d' una retta la variabile si trova in 
un solo de' coefficienti , la retta da essa rappresentala passa pel punto 
fondamentale a quel coefficiente rispondente. 

451 . Condizione, perché in pento si trovi sopra ena data 
RETTA . — Sia il punto 

(2) M=pA-|-H ((B-f- rC==A-| B-{— ■ — C 

P P 

un punto che delibasi trovare su la retta (29). Questa espressione (29) 
per ogni valore di x da un punto de la retta da essa rappresentata ; 
quindi perchè un punto I* di detta retta , e corrispondente al valore 
x=x', sia quello rappresentato da 2) è d'uopo che le due espressioni 
IfeA+a:'B-t-(m-|->ia;' y C, c (2) risultino identiche, e però devesi avere 



, <7 , r 

x = — , m-Mix =— , 

P P 

donde si trae / 

(34) x '-—=- — — , (35) r — mp — nq=zo. 

P "P 

Questa è la condizione richiesta , e , quando è verificata , il valore di 
x , die messo nella (29) corrisponde al punto M, è dato da una de le 
forinole (34). 

432. Espressione de la tangente de l’angolo formato da i.a 
retta (29) con ena de LE fondamentali. — Abbiamo trovato (n.* 444) 
che , nel caso che l'angolo B del triangolo fondamentale fosse retto, 
l’angolo che una retta (B), la quale passa pe’ due punti P=/)A-H/B-KC, 
P'=//A-|-q'B-(-r'C, forma con la fondumentale BC, è dato da la for- 
inola : 



(36) 



tan[(R), CB]= 



P>q'+r')—p'{q+r) 

Kp'-H')— r'(p+q) 



.tanABC. 



Or, se in questa formola si faccia, come qui innanzi (n.° 449, scoi,) 
jp=l , q=o, r—m, p'=o, q'= 1 , r'=n avremo : 



(») 



tan[(R), CB]: 



l+», 1-4-n 

: tanACB=— — 



«i — n 



m — n 



c sarà questa la formola per calcolare la tangente de l' angolo formalo 
da una retta (R), di espressione centrobarica 

(R) A-KrB-+-(m+n;r)C, 

con la fondamentale CB. 
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Do la (t) poi abbiamo 

(1-4-iiìc 



scn 



[(R), CB]= 
cos t(B). CB]= 



\/ (l-J-n)V-f-(m — «;*«■’ 
(«i — n}a 



y/ (1 — t— » )* c*-+-(»k — » "a* " 



433. Se la retta (R) è parallela a la fondamentale CB , dev’ es- 
sere taoj (RI, CB]=o, e però n= — 1; quindi, in questo caso partico- 
lare . la (U) diviene : 

(R’) A+*B-Hm— r)C~.V+mC+r(B— C), 



sì che passa pe’ due punti A-f-nic e B — C: or, quest’ultimo indica il 
punto a T infinito posto su la BC , dunque le due parallele (R 1 ) e BG 
s’ incontrano a 1’ influito. 

454. Se la (R'j invece di passar pel punto A-t-mC, dovesse pas- 
sare per un punto P— yiA-f-qB-f-rC, basterà sostituire quest’espressione 
generale nella (II') in luogo di A+mC, e s’ avrà: 

pA-(-(g+x)B-f-'r— t)C 



per V espressione <T una retta parallela a la fondamentale BC , e che 
passa pel punto P=pA-t-gB-t-rC. 

455. Se poi la (Rj dev’ esser perpendicolare a In BC, dovrà essere 
tan[(R), CB]=oo , c però m—n ; sì die V espressione de la retta in 
questo caso sarà : 

(3*7) A-t-a?B-|-ni(t~|— 

e passa pe’ due punti A-f-mC , B-f-niG , come dev’ essere ; perchè , in 
tal caso essendo questa perpendicolare parallela a la fondamentale AB, 
taglia le altre due AC, BC in parti proporzionali. 

456. La quantità m resta indeterminata nella precedente espres- 
sione, fino a tanto che non sia determinalo uno de’ due punti A+mC, 
lì-l-mC ; o pure un punto de la perpendicolare , il quale , nel caso 
generale è rappresentato da P=pA-t-gB-|-rC: in effetti in questo caso, 
se B' ed A' ( fìg . 68) sono i detti punti A-HnC, B-HnC, e P il punto 
de la perpendicolare B'A' a la BC ; essendo allora B'A' parallela ad 
AB si ha EP;PC:;AB':B’C:rm:l ; ma (n.° 429) EPiPCllryp-H* 



Digitized by Google 




338 

dunque 

(38) 



ALGORITMI DIVERSI 



r 



m : i::r : jh-o, c però m = — • 

P-t-9 

Pertanto sostituendo nella (37) al punto A-f-mC il punto V—Xp+qìi+rC, 
e ad m il precedente valore , s' avrà tìnalmente : 

(39) p A+ H — — *)C 

p- H ' 

per la chiesta espressione de la perpendicolare , nel caso particolare 
che si considera. 

437. Espressione de la tangente trigonometrica de l’ angolo 
di die rette , quando due rette fondamentali sono tra loro perpendi- 
colari. — Sieno 

(40) A-4-a?B— K* (iR-f- njijC , A-}~yB-f-(TO f -f-it , y;C 

le espressioni de le due rei te I1MA', R'MA" (fig. 69) che si tagliano 
in M. Supposto retto 1’ angolo B , avremo (t, 432) : 

tan[(R), BC]=— tan[(R), C|l]=i±^ lanBCA , 

tanf(R'), BC]=— tan[(R'), CBl=-f^-, tanBCA. 

L J n — m 

Or, angolo RMR'=A'MA"=MA'C— MA"C=[(R), BC]—[(R'), BC] , 
quindi (2,77) 

[(l-f-n'Xn — m) — (l-f-n)(n' — '»n)] tanBCA 

(41) tan[(R), ( R ')] ( 1 -h-n') ta r.*BC 

Scolio. — In luogo di tanBCA può sostituirsi c : a, essendo c ed a 
i due cateti del triangolo fondamentale. 

Corollario. — Se le rette (40) sono parallele , sarà : 

(42) ( l-H»)(»' — m') — (1-H»')(» — m)=# ; 
fi se sono perpendicolari sarà : 

(43) (n— m)(n' — m')-t-(l-l-n)(l+n')tan , BCA=o. 
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438. Espressione de la perpendicolare ad pna reità fonda- 
mentale , CONDOTTA PER CN PUNTO DI QUESTA RETTA , QI AI.PNQTE 

SIENO GLI ANGOLI DEL TRIANGOLO FONDAMENTALE. Sia (filj. 70) A'C' 

una retta perpendicolare a la fondamentale AB, e menata pel punto G', 
dato da 1’ equivalenza 

(44) e'==AA-f-*B. 

Questa conduce a la proporzione AC' ; C‘B : : k ; h , donde si trac 
AC'-f-C'B : C'B l’.k-hh : hi e quindi, ponendo al solito, AB=c, BC=a, 
ABC=S , avremo : 



C'B= 



he 



BA'= 



C'B 



he 



k-\-h cos^ os,3 

c 1’ espressione del punto A' sarà : 



; A'C==a — 



he 



(A+A)c os ; 3 ’ 



A'ss^a- 



hc 



W 



he 



(A-t-Ajcosp ) (A-h/tjcos^ 



C, 



e quella de la retta A'C', obbligata a passare pe'due punti A', C' sarà: 



o vero 



h \—\—k IM-*r | 



K 



i } B-f 

ì/i+AtosS ) 



he 

(A~A)cos3 




(43) ftA+f k-\-( a — - — ^ x 1 BH — xC. 

\ (à-t-AJcos? / J (/t+fc)cos 9 

Questa è, pertanto, l'espressione duna retta perpendicolare a la foli- 
t lamentale AB, e condotta per un punto liA-t-k// di questa retta. 

439. Sia ora un punto P dato da I’ espressione 



(4G) P=pA-|-<fB-|-rC=:A-b- — B— 1 C. 

P P 



Se questo punto dev’ essere un punto de la retta A'C' , è necessario 
che vi sia per x nella (43) un tal valore x', die il corrispondente pùnto 



(47) 




£-|-^a- 

A)-^a- 



he- 

(A-}-/t)cos5 

he 

(A-f-A')cos^ 




Bd- 

I Bri- 



Are 

(A'-rAjcos? 

ex ’ - 

(A-t-A)cosi 



x'C~ 

•C 
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Coincida col punto P (4f>) , e però è il’ uopo, die s’ abbia 

J> = ìL l Y» tc - Vi: - ^ . 

p /il \ (À-t-A)cos 1 '> ) J p (*-f Atosà 

donde si trae : 

r(A-4-A)cos3 (qh — pk)(h i A'cos3 
cp p[u v A ^-A ,co-;> — /i c ] 

[«(A+A) cos;3 — Ac] r=c(qh — pk). 

Quest’ ultima equazione è la condizione perchè il punto P i Wìi . si tro- 
vi su la retta A'C\ perpendicolare a la fondamentale 11C ; e una 'olla 
verificata , una de le (48) dà il valore di x, che nella (45 corrisponde 
al detto punto. 

Cohoi.i.ario. — Se il punto C' (44^ è il medio di AB , allora es- 
sendo A=A— 1 , la precedente condizione diviene : 

(50) (p — q)c+-r'2acorf — c)~o. 

4G0. Espressione del punto d’ intersezione di due rette. — 
Sieno 

(51) A-t-aB-Hm+naOC, A-f-yB-Hjm'-f-n'yJC 

le espressioni di due rette; trovare quella del loro ponto d’intersezione. 

Poiché questo punto devcsi ad un tempo trovare su le due rette 
date , i valori di x ed y devono esser tali che , dinotandoli rispettiva- 
mente con x' ed y\ le due espressioni 

A+*'B-+-'m-t-n.r’)C , A+y'B-t-(»»'-Hi'y)C 



(48) 

(49) 



abbiano a rappresentare uno stesso punto. Or , perchè ciò abbia luogo , 
dev’ essere (n.° 439) 



1 I x' : m-f-nx': :1 : y' ; m'-f-n'y' ; 



e però x'=y ' , m-t-nx'=m'-hn'y’ ; donde si trae x'=y'=- 



m — m' 
n — n' 



Laonde sostituendo per x nella prima , o per y nella seconda questo 
valor comune , troveremo pel puulo d intersezione dimandato r 



(52) I=(« — «') A — (m — t»')B-l-(nm' — mr»')C. 
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Coitoli. Alilo. — Questo punto snrii a I* inCinito se la somma de' coef- 
ficienti è nulla ; cioè se (n — n'j — { m — — nm'=o , a vero se 

(53) (l-f-n)'n' — m')-— [l-t-n')(n — m)=o. 

Nel tempo stesso le rette (51) sono tra loro parallele. 

Scolio. — Ben si vede 1’ identità tra questa formolo e la (4-2) , tro- 
vata per altra via. D’altronde è da notare che nel caso attuale i punti 
fondamentali A, B, C potevano avere una posizione qualunque. E però 
la (53) o la (42) valgono ad indicare la condizione del parallelismo di 
due rene come le (53) , sia qual si voglia la posizione de' Ire punii 
fondamentali. 

461 . Espressione de la distanza d’un punto da una retta. — 
Sia D (fig. 71) il punto dato , espresso da 

(54) D=/>A-HyB-|-rC ; 

ed FG la retta data , espressa da 

(55) A-4- rB-+-(n«-t-«ar)C. 

Conducendo da D su la FG la perpendicolare DI , questa rappre- 
senterà la distanza del punto a la retta. 

Or , se per D si meni HDG parallela a la fondamentale BC, 1* e- 
spressione di questa HDG sarà (n. u 454): 

(56) pA-f-(g-|-y)B-f-{r — y)C , 



e il punto d’ incontro G de le due rette DG, FI sarà secondo la (52): 



(57) G m p{ 1 +n) A-|-(r-H— m/’JIM- [n(r-H)-H»p] C. 



Posto ciò , come il sistema di parallele che dai punti A, B, ec. 
si conducano e la segante che determina i semmenti AA', BB' ec. , 
sono ad arbitrio (n.°402), così supporremo esser questa segante la fon- 
damentale AB prolungata . e quelle le parallele a l’ altra fondamentale 
BC. In tal caso AA'=BB'=o, CC'=CB=o, GG'=GII, DD'=DU, e 
però per le (54) e (57) s’ avrà : 



(58) 



DG=GG'— DD 



, [n(r-HH-mp] « 

~p{ l-f-n)-HH-tf — tnp-\~n(r-\-q)-^-mp 

■ q (.). 

(1-H»;(p-H-H') 



r a 

’p-hq+r 



(*) É messo il doppio segno, perchè i punti D c G potreblicro, rispetto a la 
AB, trovarsi in posizione affatto contraria a P attuale. 
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Inoltre Dl=DGsenlGD=DGscuIFC. Pertanto , moltiplicando la 
precedente espressione per senlFC , s’ avrà F espressione cercata. Qui 
sopporremo il caso più semplice quello, in cui l 'angolo B sia retto , 
perchè allora (n.° 432) 



senlFC= 



(i+n)c 
V/ (l-t-n)V-|-(n — m'ja * 



e però , moltiplicando quest'espressione per la (58), s’ avrà finalmente 



. (no — mn — r)oc 

(59) DI=±^=. 

V ( 1 -j -n)*c*-+-(m — n)V 

462. Condizione perché tre rette s' incontrino in in medesimo 
Punto. — Sieno 

(60) A-t-a^B-t-fin-F-nai/C , A-F-j/B— l~(m -f— n y)C , 



le espressioni di tre rette. Secondo la formolo (52) i punti d’ interse- 
zione de la prima e seconda , c de la prima e terza sono : 

(« — n’)A — (m — — mn')C , 

(n — n") A — (m — m")B+(nm" — mir)C. 

Questi punti saranno identici , e perciò le rette date s’ incontreranno 
tutte e tre in un solo e medesimo punto , se 

n — n' m — m' firn' — mn 1 

n — n" in — m' nm" — nm" 

donde si ricava da una qualunque di queste uguaglianze 
(Gl) mn' — nm'-+-nm" — m » 1 ' m'n " — n'm’ — o 

per la condizione richiesta. 

463. Condizione perché tre punti sieno in linea retta. — Siena, 



(62) M=pA-HB+rC, M's/A-H’B+r'C, M"==p"A-H"B-+->-'C 

le espressioni de’ punti dati. Perchè questi sieno per dritto basta de- 
terminare i rapporti di tre numeri k, k', k" tali che sia (n.° 428) 

A(p- H+ r)M-H'(p'+ a '+r')M'+*"(p"H^'4-r")S4'=<v 
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Or , da le (02) si ha : 

1 (p-hq-\-r)M=p\-^-qH-i-rC, (;>'-H'+r , M'=/)'AH-r/B-H''C , 

i (p’’-K'+OM’=p*A-H/'lH-r'C ; 

laonde sostituendo nella precedente equazione c ordinando rispetto ad 
A, 1), C, si avrà : 

(j>k+p^'+ P ”k')A^qk+q'k , +qT , B^rk+r'k'+t'k' , jC==o , 
e perchè A, B, C non sono in lineo retta, devesi avere (n.* 430, scol.) 
pk—ì -p lì' -\~p k"=o , qk-\-q'k'+(fk , t'k •-r'k'-\-rk”^^X). 

Queste tre equazioni . mancanti del termine noto , determinano 
appunto i rapporti di due qualunque de le tre quantità k, k', k” a la 
terza , dando l’ equazione di condizione 

(63) pq 'r"—pq'r''-Hir'p''—fip'r'’-i-rp'<r—rq , p' , =z 0 

che è quella clic si dimandava. 

Scolio. — Mercè le precedenti e '-pressioni c Formule possiamo risol- 
vere quei problemi , ove la messa in equazione c la loro costruzione 
dipende solo da le formolo già esposte. I.o stesso dicasi per le dimo- 
strazioni de’ teoremi. Nell - articolo seguente farem quindi l' applicazione 
de le forinole centroboriche a la risoluzione di pochi problemi c a la 
dimostrazione di alquanti teoremi , a fine di mostrarne I’ uso. 



ARTICOLO III. 



Risoluzione di problemi e dimostrazione di teoremi geometrici con l’ ESO 

DEL CALCOLO CENTR01U1UC0. 



464. Problema I. — Iscrivere un circolo in un triangolo. 

Si prendano i vertici A, B, C del triangolo (fnj. 72) per punti 
fondamentali; si dinotino con a, b, c i lati rispettivamente ai vertici 
A, B, C opposti, con a', b', c' le corrispondenti perpendicolari, e sia 

0=pA-t-5B-f-rC 
il centro del circolo dimandato. 



Digitized by Google 



314 ALGORITMI INVERSI 

Perchè questo punto sia tale , le sin* distanze a le tre rette fon- 
damentali 1)0, , CA, AB devono essere uguali, e però dev’ essere '4, HO) 

pa,' qV re' 

« p-H+r P+q+r p+q-hr ' 

donde si trae p : q'.’.b' ; a' ; p r’.'.e' a' ; e perchè b' I a'i’.b'.a, 
e’ : a'::e : a, sarà pure p \ q'.’.b In; p r"e ; a; c quindi il punto 
richiesto sarà : 

• OsA-f- — B-f- — C. 

b c 

Or, (n.° 132) questo punto si trova su la retta clic congiunge il 
punto C, c il punto C' de la fondamentale AB, il quale divide questa 
retta nei scmmenli BC', C'A clic stanno tra loro come b a; laonde 
quella congiungente è la Insegante de I - angolo C. Parimente lo stesso 
punto O si In» a su le altre due Inseganti gli angoli B ed A. Quindi, 
come già si sapea, si ha la seguente 

Cosi posizione dei, problema. — Si dividano per mela gli àngoli del 
triangolo , le bisrganti s‘ incontreranno in uno slesso punto O che sarà 
il emiro del circolo richiesto , il cui raggio sarà una de le perpendicolari 
da esso ni tali dei triangolo condotte. 

Problema IH. — Far passare una circonferenza per tre punii dati. 

Prenda risi i punti dati A, B, C per punti fondamentali ; c poiché 
per risolvere il problema basta determinare il centro del circolo , sia 
M questo centro , e facciasi 

M=pA-HfB-i-rC. 

Determinando i rapporti di due qualunque de’ tre coefficienti p, 
q, r al terzo , il punto M sarà interamente determinalo. Ora, in virtù 
de le condizioni del problema , e per le forinole ^6) e (9) del n.° 410, 
abbiamo le due equazioni 

p t c'-{-r'a'~\-2pracco^—p t c'-\-[pj r q) , a' — 2p(p-\-q)acco%3, 
p*<?-p-r , a*-{-2praccosp=r*a*-\-(q-+-r) t (? — 2 r(< 3 H-r)aecosS ; 
da le quali si trae 

(a — 2ccos£)/H-a(q — r)=o , (c — 2acosp)r-+-c(g — p)=o. 

Ma la prima di queste equazioni indica (159 cor.) che il punto M sta 
su la perpendicolare a la BC , condotta pel punto medio di questa retta ; 
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« la seconda indica che lo stesso punto trovasi su la perpendicolare a 
la All condotta pel punto di mezzo di questa retta ; dunque si ha la 
nota 

Composiziose OEt. problema.— Dai pittili di m pzso di due de le Ire 
ronyiungenli i punii da/i si conducano- Ir rispettive perpendicolari, e il 
punto d incontro di queste perpendicolari sarà il centro cercato. 

465. Problema 111. — Iscrivere un quadralo in un triangolo. 

Jsia AHC ifiy, 73) il triangolo dato, e nel tempo stesso il trian- 
golo fondamentale; e sia M il punto richiesto, in guisa che la per- 
peudieolare MQ, c la parallela MN a la fondamentale BC sieno eguali. 
11 punto M trovandosi su la fondamentale All avrà per espressione 

(M) M=/)A-H/B , 

e si tratterà di determinare il rapporto p g , in modo da soddisfare 
al problema. 

Or , abbassando lo perpendicolare AP, 1* altra MQ è data (4,440) 
da la forinola 

MQ=— — Al'. 

P-H 



Inoltre, l'espressione de la retta MN indeGnitivamentc prolungata, 
come parallela a la fondamentale BC, ha per espressione (n.* 454): 

pK— 1~!^ -t~*TyB — J.C 

e incontra la fondamentale AC nel punto 



([$') Wespk+-qC. 

Quindi la distanza MN sarà, secondo la (orinola 18,443) 



MN= - —— BC; 

V-h'l 



ma dev’ essere MQ=MN , quindi />AP='/BC ; e però , per avere il 
punto M, bisognerà dividere AD ne due semmmti AM, AID che sieno 
ira loro come la perpendicolare AP a 'a base DC. 

466. Problema IV. — Trovare il punto di egual potenza (*) ri- 
spetlo a due circoli dati. 



(') Chiamasi ■ secondo il prof . Srnsra , potenza d- un punto rispetto ad un 
circolo, il prodotto de’ due seinmenti che la retta menata per quel punta, inter- 
cetta su In circonferenza. R (arile mostrare, come cotesto prodotto sia eguale 
al quadrato de la distanza di esso ponto ài centro , meno il quadrato del 
raggio. (Amar. — Lécons Aon ve/les de Geometrie). 
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Sieno B e C (fig. 74) i centri de’ due circoli dati , e si prenda 
questa congiungente BC per una de le fondamentoli ; indi da B si e- 
levi a la BC la perpendicolare BA=BC, e sieno BA, AC le altre due 
rette fondamentali. Sia in fine 

(M) m=a-hb-h-c 

il punto richiesto. 

Le distanze di questo punto ai centri B e C (osservando che per 
essere BA=BC è pure a=c e inoltre che p=90°), si hanno da le (6) 
e (9) del n.° 440, ponendo a=c , cos £=o , e s’ ottiene : 



a , 

e però, le potenze di M rispetto al circolo (B) e a l' altro (C), saranno i 

(l-f-r)a* — p‘(l- H/-hr)*^ [(1 -H AM ]“* — 

(1-Hl+rj* (l-Hf+r)* 

ove p, P ' rappresentano i raggi di quei circoli. Pertanto per condizio- 
ne del problema s' avrà : 

(1) p^lri^4^) , =a*[(l4-£)*-H]— p'*(l-HH-r)*. 

467. Posto ciò, quest’ equazione , essendo unica fra le due quantità 
gei r, c’insegna che queste due quantità sono due variabili dipendenti 
una da l'altra, mercè essa equazione ; e però il punto M non è più un 
solo, ma vi sono, in generale, infiniti punti clic soddisfanno a la con- 
dizione del problema. Tutti questi punti costituiscono una linea , che 
bì chiama il luogo del punto richiesto. 

Per trovar , pertanto questo luogo , si osservi che la (1) messo X 
in luogo di q , ed ordinandola rispetto ad r , dà i 

[aHV)]Ml+*)(;— /Ho'+tp-pItM'» 

donde si vede che r è de la forma ra=m(l-t-Zfc), essendo m una costan- 
te , la quale si determina facilmente , poiché ponendo x=o , si ha : 

' I ■ / » f\ 

fss:— — A--. Pertanto , 1' espressione del luogo geometrico sarà : 

a*— (?*— p") 

a— (p— p ) 



U y/(1-HAH 



MG=fc 



1-t-q+r 



a» 




1+9+r 
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e rappresenta per conseguenza (n.° 455) una retta perpendicolare a Ir 
fondamentale BC, cioè a la congiungente i centri de’ circoli dati , e in ■* 
conira guata congiungente in un punto 0 tale da essere 

bo ; oc::a*-Hy— p'*) : a*— (?—.»"). 

La retta ora determinata è l’ asse radicale de’ due circoli (n.°340, 
pota). 

4C8. Passiamo ora dai problemi ai teoremi , per mostrare come 
questi da le formolo nell' articolo precedente stabilite possano dedursi; 
e intendiamo qui parlare di quei teoremi, che non richieggon formoh»- 
diverse da quelle ora indicate. 

Le rette congiungenti i punti fondamentali A , B , C rispettiva- 
mente coi puuti medi de le rette fondamentali opposte sono espresse da 

(2) xA+B f C , A-t-yB-|-C , A-4— B-f-sC ; 

e paragonando queste espressioni con le (60,462) si scorge che m"=zn 
z=zn'—o, n*=m'=»i=l; siche la condizione (61,462) diviene perciò 
— l-|-l=o, ed essendo verificata v mostra che le tre rette (2) s’ incon- 
trano in un medesimo punto. Dunque 

Teorema. — Le congiungenti i vertici d' un triangolo coi punti di 
mezzo de lati rispettivamente opposti si tagliano in un medesimo punto. 

4G9. Sieno A , B , C, D (/ty. 75) quattro punti in un medesimo 
piano , e che presi a tre a tre non stieno por dritto, Pouiamo 

(3) D=aA-H>B-RC , o vero n A— }— ÒB— 1—cC di) — o , 



avendo messo a+&-)~ c -M=o» 

Congiungcndo a due a due i quattro punti , e dinotando con A* 
l’ intersezione di BC e AD, con B' quella de le due rette CA, BD, o 
con C' quella de le due AB, CD, e posta 

(4) 64-c==a'^ c-Ht=ò'» a-]-b=sac', 
avremo (11,434): 

(5) bB+cC=a' A'; cC-4-aA=ò'B', aA-t-6B=e'C'' 

o pure per fci seconda (3) : 

(6) — aA— dD=a'A', — 6B— dD=6'B', —cC—dT)=c‘C\ 

R)r> da le (5) si ha: 



BA' g CB' a AC' b 

AX~t> * 7’ C'B~T ; 



C però : 



BA’ CIP 
A'C ‘ B'A 
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dunque 

Teorema. — Le velie menale da un pini In ai ire vertici A, tt, C 
«T un triangolo , incontrano i lati rispettivamente opposti in 1 re punti 
A', B', C, talmente che 



BA' CB' AC 
A'C ' B'A ‘ C'B 



o vero : 



A'B 

le 



B'C 

¥7l 



"A 



’B 



470. Essendo per la prima (4), Ir prima (3) e la ,3) 



cC— a'A'zzB , a'À'+aA=D x 

sarà pure: 

cb : BA': a' : e , a d : da: : a : a'; 

inoltre da la seconda (3) si ha AB' : \»'C::e ! a, dunque, moitipticaadu 
queste tre proporzioni per ordine , ne risulta ; 

CB IO £^__ 1 
BA' ‘ DA ’ B'C ' 

Ora , considerando il triangolo ACA' , la retta BB'D è una trasversale 
che incontra i lati di questo triangolo ue’ punti B, B', D. Cambiando 
dunque A' in B, c reciprocamente, e mutando ancora D in C', il tri- 
angolo ACA' diviene ABC , e la trasversale BB'D si muta in A'B'C', 
si che avremo il 

Teorema. — Se in un triangolo ABC si conduca una trasversale, la 
gitale tagli i lati opposti a gli angoli A, B, C, rispettivamente in 4', 
B', C 1 sarà ; 

A'C B'A C'B 
A B ' WC ' C'A~~ + ■' 

471. Si congiungano i punti A', B\ C', e sieno A’, B", C" rispet- 
tivamente i punti d’ intersezione di B'C' e AD , C'A' e BD , A'B 1 e 
CD. E poiché ie espressioni de le rette B'C' e AD . osservando che 
B'scC-HiA, C'^aA-KBà, sano rispettivamente (n.i 445 e 450) 

l)A-j~àB"|-c,rC , (y-}-fl)A“l— òB-f-cQ, 

si troverà il loro punto d - intersezione A", seguendo il n.° 460, essere: 
A"— 2aA+6B-t-cC. Similmente operando per gli altri due punti B” e 
C", e quindi tenendo presente la secouda (3), lo (4) e (5), troveremo: 

(2oA-+- 6B-f- cC=aA— dD=6'B'-H:' C'=(a— d)A”, 

(8) | oA4-26B-f- cC=hB— dD=e' C'-hi'A'— ' 6— d)B", 

\ «A-+- ÒB-|~2cC=c C— dD=a'A'-H'' B'=(c — d)Cl\ 
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Posto ciò , secondo la prima (b) combinata con la seconda (3) ; 
e la prima. di queste (8), si ha; 

A =<iA-t-dD , A*=o A — tlD , 



e però 



AA' d AA* d AA' , AA* 

A'D~ ~a’ A "D a" * q “‘ n ‘ A~D ’ A 7 !) 



cioè i quattro punti A, D, A', A” sono in divisione armonica (n° 298,7), 
possiam dunque stabilire il seguente 

Teorema. — Congiungendo a due a due quattro punti <T un piano , 
e congiungtndo poscia le tre intersezioni' che ne risultano da quelle con- 
giungenti , s’ avrà wn - sistema di nove rette , in ciascuna de le quali ri 
troveranno quattro intersezioni in divisione armonica. 

472. Uà ultimo dinotando con M , N, L le intersezioni rispettive 
di BC e B'C', CA e C'A', AB ed A'B', avremo, tenendo presente le (5): 

m j ÒB — c€=c'C' — é'B'=/fc — e M , cC— aA=a'A'— c'C'— (c— a)N» 
w ( «A — 6B=6'B' — a'A'=,a — b)L. 

Addizionando queste uguaglianze ne risulta : 

(b — c'M-j — (c — a)N“| — 'a — b)I.~o , 

e poiché la somma de’ coefficienti in quest’ equazione è nulla , ne se- 
gue (n.° 428) che i tre punti M, N, L stanno per dritto. Quindi 
Teorema. — Se abbiansi due triangoli ABC , A 1 B'C, tali ehe le con- 
giungenti i vertici A, A‘; B, B' ; C, C vanno a passare per uno stesso 
punto , i tre punti M, N, L ne ’ quali rispettivamente si tagliano i lati 
opposti a gli angoli omonomi , sono anch' essi per drillo. 

473. Sottraendo la terza da la seconda (8) , la prima da la terza 
e la seconda da la prima , e avendo riguardo a le (9) troveremo : 

( (b — djB’ — 'c — d)C" — 'b — e)M=*o , (e— d)C— (a— d)A*— (c— a)N=© , 
{ (a — d ) A" — (6 — d)B' — (u — ò)L=o , 

e questi risultamenti ci mostrano essere M per dritto con B* e C*; N 
con C* ed A"; L con A' e B". Laonde 

Teorema. — Sieno ABC, A B'C', A" B'C tre triangoli, talmente posti 
che i vertici de gli angoli omonomi sieno sopra una stessa retta , e che le 
tre rette (A, A', A"), (B, B', B’), (C, C' , C) radano a passare per un 
medesimo punto D ; anche i Iati omonomi si taglieranno in uno stesso 
punto, e i tre punti (BC, B’C 1 , B"C); (CA, C'A', CA")-, (AB, A ll', 
JCBf) staranno sopra una medesima retta LMN. 
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ALGORITMI diversi 

CAPO IV. 



ALGORITMO DELLE EQUIPOLLENZE. 



ARTICOLO 1. 

Princìpi e formole fondamentali di quest 1 algoritmo. 

4-74. Per l’ algoritmo , cho noi presente capo ci faremo ad e* 
sporre , resta fermo il principio posto nel n.° 291 , relativamente ai 
scmmenti rettilinei , e rappresentata da la formoli! 

(1) AB= — BA . 

essendo A e B gli estremi dol semmeiito. 

475. Riman fisso ancora che, nel misurare te inclinazioni de le 
rette , mercè gli angoli da esse formati con una retta data di posizio- 
ne , questa retta fissa è l'origine de gir angoli , i quali possono essere 
positivi o negativi, secondo un senso di rotazione o il senso opposto 
(n.° 295). 

Questo secondo principio , per migliore intelligenza di ciò che 
avremo ad esporre , richiede ancoro qualche altra dichiarazione. 

Sia , per ciò , OX [fig. 76) la retta fissa , origine de le inclina- 
zioni; OA una qualunque retta , la cui inclinazione verrà rappresentata 
da f angolo formato da essa e da la OX; supposte già queste rette ter- 
minate entrambi iu 0, come io indica la figura. Or, questa inclina- 
zione posto che sia positiva , quando da X si va verso B , sarà , per 
contro , negativa , andando da X verso ,C. Nò poi ò necessario per es- 
sere negativa f inclinazione , che la retta che s’ inclina a la OX abbia 
a cadere al di sotto di OX. Solo c richiesto che, posto che un angolo 
sia positivo nominandolo in un certo senso , (che supporremo ruotando 
da X verso B) , sarà negativo , nominandolo in senso opposto : cosi 
i due angoli XOA , AOX sono il primo positivo , l' altro negativo. 
Inoltre se a l’ inclinazione si dà uu’ estensione da 0° a 360", ne viene 
per conseguenza che una retta come la OC può essere considerala co- 
me avente una inclinazione negativa di — (essendo <J,=angCOX), o 
pure un’ inclinazione positiva di 360°—-^. E poichò queste due incli- 
nazioni differiscono per 360°, cosi può stabilirsi che due inclinazioni 
le quali differiscono per 060° sono eguali; o vero che una differenza 
di 56ff’ non mula f inclinazione . 
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476. Menati! per O un’altra retta OB, la sua inclinazione su la 
OA sarà riiffcrnnza Tra quellu di OB su OX e di OA su la stessa OX* 
cioè sarà dinotalo da I' angolo AOB, clic sarà positivo indicandolo co- 
me ora è scritto , e negativo rappresentandolo con BOA. Pertanto si 
scriverà : 

(2) AOB=incOB— incOA , BOA= — AOB=incOA — incOB. 

477. Quando la retta non passa pel punto O preso su l'origine 
de le inclinazioni , e sia invece in una posizione DE (fig. 77) , allora 
per averne la inclinazione, si menerà da O una retta OA che si disten - 
da parallelamente e nello stesso verso di DE , e cosi l’ inclinazione di 
DE sarà l'angolo XOA ; e ciò perchè, prolungando DE al di là di OX, 
l’angolo XEC , che sarebbe la Vera inclinazione di DE, è uguale e de lo 
stesso seguo che 1' angolo XOA. Ohe se invece si volesse l'inclinazione 
de la ED, allora la retta, menata pel punto 0 parallelamente a ED e 
diretta nello stesso verso di ED, sarà OA'. Or, l’ inclinazione di questa 
retta differisce da quella di OA per 180°, dunque 

(3) i nc DE= i nc ED-t 180°, 

avendo messo anche il sogno — innanzi a 180°, perchè le due inclina- 
zioni incED+180° e incED — 180° differiscono tra loro per 360° e per- 
ciò (n.° 475) sono eguali. 

Corollario. — Da ciò risulta che itue rette DE, ED eguali ed oppo- 
ste hanno una differenza d' inclinazione eguale a 180°. Ciò è lo stesso 
che dire : mutando la direzione d' una retta nella sua opposta , t densi 
ad apportare una differenza di ISO 0 nella inclinazione. 

478. Definizione. — Due rette eguali , parallele e dirette nel me- 
desimo senso , s’ addimandano equipollenti. Tali sono i Iati opposti 
d’ un parallelogrammo , quando , in ciascuno , si passa da uno a l'altro 
estremo nello stesso senso per entrambi. Cosi AB (fìg. 78) è equipollente 
a DC , e BA a CD. L’ autore del metodo che ci facciamo ad esporre, 
il prof. Bellavitis , per indicare la equipollenza propone il nuovo se- 
gno — (equipollente a...): cosi nel caso dei due loti AB, CD si scrive: 

(4) ÀB^DC. 

479. Allorché due rette AB , DC sono parallele e dirette nei me- 
desimo senso , e serbano tra loro un rapporto numerico rappresentato 
da n , allora le rette equipollenti , sono la AB e la nDC , e si ha : 

(5) AB^nDC. 

Per contro , cotesta equipollenza c’ indicherà che le rette equipollenti 
sono la AB e quella che , coincidendo in direzione con Ja DC , è n 
volte questa retta. 
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480. Poiché DC è opposta di CD , anche la AB, equipollente dì 
DC, è opposta di CD; si che se nella (5) si ponesse quest' ultima retti 
in luogo di l)C , il carattere de la equipollenza sarebbe distrutto, per- 
chè comunque le due rette AB e CD continuassero ad avere il rapporto 
n , e fossero tuttavia parallele , pure sarebbero rivolte in senso opposto. 
Per ristabilire quindi la equipollenza converrebbe mutare il segno di 
una de le due rette AB c CD , e perciò basta mutare soltanto il segno 
di n ; cosi la (5) può scriversi pure come qui appresso : 

(6) AB^— «CD. 

Reciprocamente da questa equipollenza si può passare a la (5). Ciò 
importa il dire che ad una reità preceduta da coefficiente, pud sostituir» 
fa sua opposta , cangiando in pari tempo il segno che precede il coeffi- 
ciente. Reciprocamente il cangiamento di segno net solo coefficiente in- 
duce una variazione di inclinazione eguale a 180°. 

481. Quando una retta non ha coefficiente, s'intende die, in- 
dipendentemente dal segno, abbia per coefficiente 1. 

482. Se a partire da uno stesso punto O d’ una retta indefinita, 
si prendono due porzioni OA, OB nello stesso senso rivolte , ed il rap- 
porto di queste due rette è n , tale loro rispettiva relazione di gran- 
dezza e posizione può indicarsi con 1’ equipollenza OA^nOB ; perchè 
secondo la definizione (n.° 478) OA è parallela eguale e diretta nello 
stesso senso di nOB ; ma due rette parallele aventi un punto di comune 
non possono non coincidere. 

483. Sieno ora date di grandezza e posizione due rette AB, CD 
(fig. 79), in un medesimo piano ; ed un punto O nello stesso. Si meni 
per O la OC— AB, e quindi dal punto L, la LM=ì:DC ; si «ingiunga 
la OM. Questa retta vicn chiamata dal nominato autore composta equi- 
pallente de le due rette date AB , CD , e si fatta relazione fra le tra 
rette OM , AB , BC , viene indicata con la equipollenza 

(7) OM^AB+DC. 

Scolio I. — Osservando che DC=^ — CD , sarà pure OM=£=AB — CD, 
SI che per avere la composta equipollente di due rette I' una positiva 
ABI’ altra negativa — CD, basta permutare gli estremi di quest’ ultima 
e trovare , come qui innanzi detto , la composta equipollente de le 
due rette AB. DC. 

Scolio 11. — Ancora è da notare che, se le rette AB, CD hanno la 
stessa inclinazione, allora, se hanno pure lo stesso segno, e son perciò 
rivolte nello stesso senso, la loro composta eguaglia la loro somma ; e 
se sono rivolte per senso contrario , la loro composta è uguale a la 
loro differenza, che sarà positiva o negativa, secondo che la retta che 
ha segno negativo è minore o maggiore di quella che ha segno positivo. 
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484. Potrebbe sembrare una condizione necessaria che , per avere 
la composta equipollente de le due rette AB , DC , s’ avesse a seguire 
la costruzione nell’ordine qui innanzi indicato. Ma così non è; e, mu- 
tando 1’ ordine primitivo nell’ altro DC, AB, la composta equipollente 
risulterà sempre la stessa. In effetti si prenda 01— DC , e per I si meni 
IM^AB, indi si congiunga OM; e poiché, secondo questa costruzione 
e la precedente, la ligura OLMI è un parallelogrammo, cosi è chiaro 
che il punto M die , in questa seconda costruzione , congiunto con O 
determina , secondo la dctinizionc , la composta equipollente de le due 
rette DC, AB, non può esser diverso dal punto M, che nella prima co- 
struzione , congiunto con lo stesso punto O determinava la composta 
equipollente de le due rette AB, DC. Pertanto, la composta equipollente 
è la medesima ne’ due casi. 

Inoltre se invece di O si prendesse un altro punto 0', e rispetto 
a questo sì determinasse la composta equipollente de le due rette AB, 
DC, col prendere O'L'— AB, L'M'^DG, la O'M’ risultercblic ad evi- 
denza equipollente ad OM ; c però si può tenere per fermo che , la 
composta equipollenti di due rette date è una terza retta affatto determi- 
nata di grandezza e direzione. 

485. Se a le due rette AB, DC una terza EF (fy. 80) se ne ag- 
giunga, allora, fissata la composta equipollente OM de le prime due, 
si può trovare un’altra composta equipollente OM' de le due OM, EF, 
e sarà quella OM' la composta equipollente de le tre AB, DC, EF ; il 
che si esprime scrivendo ; 

OM'— AB-+-DC-1-EF. 

Egli è inoltre agevole il provere che questa OM' sarà sempre la 
stessa , qualunque sia l’ordine con che le tre rette AB, DO, EF sono 
state composte. E per vero , ammessa la costruzione precedente , se 
per L si meni IJl— EF , il quadrilatero HM sarà un parallelogrammo, 
e perciò HM's&LM^DC. Or, congiunta Oli, questa retta è la comp. 
equip. de le due OL— AB , ed I.II^EF , ed OM' è comp. cquip. de 
la OH e de la IIM'^DC. Pertanto , la comp. equip. de le tre rette 
AB, EF, DC è la stessa , in grandezza e direzione , che quella de le 
tre rette AB, DC, EF. 

486. A lo stesso modo si può determinare la comp. cquip. di più 
rette date AB, DC, EF, ec., la quale sarà affatto determinata in g; aci- 
dezza e posizione , qualunque si fosse 1’ ordine tenuto nel prendere lo 
rette date. E dinotando con Oli , detta comp. equip., sarà : 

OR^AB-f-DC-f-EF-t-ec. 

Scolio. — È da notare pertanto che , fra i due membri di questa 
equipollenza non v’ ha vera eguaglianza numerica , come lia luogo per 
due sole rette (n. # 478). 

24 
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487. Se si osserva die OLMM' (,/ìgr. 80) è un quadrilatero, 1 ctìl 
tre primi lati OL, LM, MM' sono rispettivamente equipollenti a le tre 
rette date AB, DC, EF, e I’ ultimo OM' è la comp. equip. di queste, 
si può dire, in generale , die se A,, A,, A J ...A„_ 1 , A„ sono i ver* 
tici d‘ un polilatero , sia piano o storto , convesso o pur no , l’ ultimi) 
lato A,A n ò la comp. equip. di «• — 1 rette, rispettivamente equipollenti 
a gli altri lati A.A, , A,À, , cc. , c si ha : 

A,A n — A J A 1 -)-A 1 A t -i- . , . -l-^V t ,_ 1 A B , 

o pure 

(8) A^.d-A.A.-H . . .-1-A n _,A n +A n A.^o. 

Scolio.— Cotesta relazione nel calcolo delle equipollenze è analoga 
a la relazione scmmenlaria (3) del n.° 292 ; ma quella (3) però , a 
differenza de ki (8>, hn luogo ira i valori numerici de’semmenli, presi 
coi segni a ciascuno convenienti. 

488. Pertanto se A, B, C sono tre punti qualunque d’ un piano, 
si ha : 

(9) AB-f-BC-f-CA^o , o vero AB-+-BC — AC— o ; 

ma la composta de le due rette AB e BC è appunto AC , cioè 

(10) ÀBd-BC^AC , 

quindi, paragonando la Seconda (9) con qucstultima (10), si vede che 
nelle equipollenze , come nelle eguaglianze , si può passare un termine 
da un membro a f altro cambiandogli il segno. 

Similmente s’ avrà : 

BC^AC— AB ; AB^AC— BC. 

489. Quest’ ultima Tonnola analoga a 1 ultima trovala nel n.°293, 
2°, mostra che la differenza di (lue rette AC , BC , che partono di 
uno slesso punto C e terminano a due punti diversi A t lì , è equi- 
pollente a la reità AB , che congìunge questi punti ; e reciprocamente. 

Secondo questo principio , ad una data retta A B si può sostituire 
G» binomio de Informa AM — BM , essendo M un punto qualsivoglia. 

E però se, fatta la medesima sostituzione per ciascuna de le ret- 
te , che entrano in una equipollenza , si giunge ad una equipollenia 
identica , si conchiuderà che quella da la quale si è partiti è pur essa 
identicamente vera. 

490. Nelle equipollenze fin qui considerate , ciascun termine era 
composto d’ una sola retta. Ora considereremo il caso in cui in uno 
stesso termine entrassero più rette ad un tempo , senza però offende 
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ro la legge di omogeneità (n.° li e seg.). E considerando il caso più 
semplice poniamo che s' abbia : 



(U) 



MN 



AB .CD 

EF 



Se il 9egno di equipollenza si voltasse in quello di eguaglianza, la 
retta MN sarebbe (n.° 251) quarta proporzionale a le tre EF, A15, CD, 
e se, per costruirla, si tirino da un punto O {fUj. 81) due rette in- 
definite ad angolo qualunque, e si prenda OF'=EF , OB'=AB , OD' 
=CD , si congiunga B'F' e si meni D'N' parallela a B'F’ , sarà ON' 
— MN. Nel tempo stesso si vede che rispetto ad una retta data, c sia 
OH, presa come origine de le inclinazioni, si ha evidentemente: 



incON '=;incOB'-HincOD ' — incOF'. 



Or, se fosse EF^OF', CD^OD', AB^sOB', sarebbe pure MN^ON'. 
Ma sia qualunque la posizione de le rette AB, CD. EF, la retta MN 
data da l’equipollenza (1 1) la s‘ intenderà come rappresentante tino 
reità eguale a la quarta proporzionale di- quelle tre rette date , e in 
modo che la sua inclinazione sia eguale a la somma di quelle de le due 
tette del numeratore , meno l' inclinazione de la retta del denominatore. 
In altri termini l’equipollenza (11) la s’intende come il complesso de 
te due eguaglianze simultanee : 

(12)- MN= — — ;■ (13) incMN=incAB-|-incCD — incEF. 

EF’ 

Scolio E -r- Se s‘ abbia soltanto 
* MN^AB.CD, 



bisognerà sempre rendere il secondo membro omogeneo al primo, col 
metterlo sotto forma, di frazione come nella (11). Allora l’inclinazione 
de la MN data da la precedente equipolleuza, sarà eguale soltanto a la 
somma de le inclinazioni di AB e di CD, perché il denominatore clte 
s’aggiungerebbe come ora è detto , rappresentando l'unità, può inten- 
dersi coincidere in direzione con l' origine de le inclinazioni, c perciò 
sua inclinazione è nulla. 

AI modo stesso un' equipollenza de la forma, 



MN 



AB 

EF 



che non è omogenea , la si renderà tale introducendo nel numeratore 
un fattore , come CD , che si considera eguale ad 1, e quindi la MN 
sarà equipollente a quella retta che è quarta proporzionale in ordino 
a EF, All e CD c ha un’ inclinazione =inc.U! — incEF. 
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Scolio II. — E qui giova notare die se due rette AB , CD sono sol- 
tanto eguali, o anche uguali e parallele , ma non dirette nel medesimo 
senso , e una di esse la si pone =1 , 1' altra non si può egualmente 
farla =1 . Perchè ciò possa ftirsi è d’ uopo che sia AB— CD. 

491. Poniamo ora che oltre a la (11) si abbia ancora la 



(U) 



PQ*^«. 

IX 



c sarà ; 

(jj{ 

(15) PQ— .{}' — 5 (16) incPQ=;incMN-f-incGH— incIK. 

liv 



Sostituendo (11) in (14); (12) in (13), e (13) in (1B), ne vici» 
per conseguenza che 1' equipollenza 



(17) 



PQ, 



AB.CD.GH 



EF.1K 

equivale a le due eguaglianze simultanee : 



(ta) 



AB.CD.GH 
^ EF.1K 

incPQ=incAB-+-lnoCD4-incGH— incEF— ànclK. 



Continuando il medesimo ragionamento , si generalizza la questione 
e si stabilisce per principio, che un’equipollenza binemia, il cui primo 
membro è una sola retta , ed il secondo è una frazione razionale di 
termini monomii , rappresentante pure una retta , corrisponde a duo 
uguaglianze clic si traggono entrambe da l’equipollenza data; e propria- 
mente si ha la prima, mutando il segno di equipollenza in quello di 
eguaglianza, e si ha )a seconda, operando su i due membri de I’ equi- 
pollenza data come so si volesser prendere i logaritmi , ma scrivendo 
da per lutto la caratteristica ine in luogo de 1’ altra log. 

492. Se nella (11) (e due rette AB, CD divengono eguali, si ha; 

a 

(19) 



ed equivale quest' equipollenza a le due eguagliamo 

AB* 

MN =^jr . incMN=incAB-HncAB— .incEF=2incAB— incEF , 
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d'accordo col principio generale precedente; perchè nel prendere il lo- 
garitmo d' una potenza, bisogna moltiplicare 1' esponente pel logaritmo 
del numero da elevarsi a potenza. 

Inoltre la stessa (11) si può scrivere pure cosi s 



( 20 ) 



MN.EF^AB.CD ; 



imperocché , secondo la definizione stabilita , lo due rette MN ed 



AB.CD 

EF 



sono eguali , e quindi eguali sono i loro prodotti per la me- 



desima retta EF ; e ciò in quanto a grandezza. In ordine poi a posi- 
zione egli è chiaro che, se l’ inclinazione de la MNJeguaglia la somma 
de le due AB, CD diminuita do l'inclinazione di EF, sarà pure la somma 
de le inclinazioni di MN ed EF eguale a la somma de le inclinazioni 
di AB e CD. E però l’equipollenza (20) equivale a le due eguaglianze 



MN.EF=AB,CD ; incMN-|-incEF=ineAB-+-incCD , 



pure d’accordo col principio generale, il quale, come ora si vede, non 
richiede, per aver luogo , che il primo membro sia una sola retta ; ma 
è sufficiente che i due membri de 1’ equipollenza binomia Siena due 
prodotti monomii omogenei. Mancando 1’ omogeneità si potrà sempre 
ristabilirla (u.° 13). 

493. Non sarà piu difficoltoso interpetrare l’indicazione de l'e- 
quipollenza (11) quando la frazione ammetta un coefficiente; poiché 
supposto che sia 

MN=s=n ; allora, fatto GH— -, sara MN— nGH. 

re ri? 



Or, queste ultime due equipollenze si costruiscono come qui innanzi è 
stato spiegato (n. 490 e 480). 

494. In generale quando in un’equipollenza entrassero più termini 
frazionarli, e lineari, si potrà trasformarli ciascuno in una retta. Cosi, 
posto che s' abbia : 



EF CD 



-2EF— o , 



si muterà il primo termine in una sola retta l,M, mercè le due egua- 
glianze 



LM=2 



AB.CD 

EF 



incLM=incAB-HncCD — incEF ; 
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e si muterà il terzo termine in un'altra retta NP , mercè le due egua- 
glianze 






incNP— 2incAB — incCD ; 



fatto ciò s’ avrà la proposta equipollenza trasformata nell’ altra 
LM+nGH— (SP4-2EFJs&* 

la quale indica essere la composta equipollente de le due rette LM ed 
«GH equipollente a quella ile le due NP e 2EF. 

495. Da ultimo è da notare che per un poligono A, B, C, D, cc. 
avendo luogo (n.° 487) 1’ equipollenza 



( 21 ) 



A B-|-BC-+-CB-t- ee. — a , 



se ciascun lato AB, BC, ec. 



MN 



lo si moltiplichi pel rapporto di due 



rette , ognuno varierà in grandezza nel medesimo rapporto MN : JPQ. 
e varierà in direzione per la stessa quantità inc.MN — incPQ; si che la 
moltiplicazione de la (21) per I’ indicato rapporto non produce altro 
effetto, che quello di convertire il primitivo poligono in un altro simile, 
pel quale sussisteranno per conseguenza le medesime relazioni come pel 
poligono primitivo; o vero pel secondo poligono avrà luogo- 1' equipol- 
lenza 



MN MN MN 

AB. f-BC. |—CD. — - | - ec. 

PQ PQ PQ 



-o. 



Laonde , dal paragone di questa equipollenza e de la (21) si conchiude 
che si può moltiplicare o dividere tutti i termini d'una equipollenza per 
una medesima quantità , e s’ avrà una nuova equipollenza. 

Quindi segue ancora che, se si moltiplicano per ordine o si divi- 
dono due equipollenze, s'avrà una nuova equipollenza. In una parola è 
lecito fare sopra le equipollenze , quelle medesime operazioni che si fan- 
no sopra le egiwjlianze , purché però le equipollenze ài riferiscano a 
figure messe in un piano. 

496. Potremmo già, con le poche nozioni stabilite, risolvere qual- 
che problema , o dimostrare alcun problema , ma varrà meglio continuare 
nella esposizione di altri principi, che regolano il calcolo di che è ar- 
gomento in questo capo. 

Secondo la definizione stabilita nel n.°490, la determinazione di 
una retta A1N data da la foratola 



MN= 



AB.CD 

EF 
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tìchiede la conoscenza non solo de la lunghezza de le rette AB , CD k 
£F, si bene ancora le loro rispettive inclinazioni , da le quali ultime 
poi si deduce l'inclinazione de la MN> operando su quelle de le rette 
«late , come se ned secondo membro de la precedente forinola queste 
inclinazioni entrassero quali esponenti d’ un esponenziale analogo ad e*, 
(essendo e la base del sistema de’ logaritmi neperiani) e se ne prendes- 
sero i logaritmi rispetto a questa medesima base. Ora, il prof. Bella- 
vitis , avendo riguardo a questa considerazione, e per distinguere e con- 
siderare ud uh tempo le due affezioni di lunghezza e d’ inclinazione , 
propone rappresentare le lunghezze con un simbolo algebrico a, b, ec. 

p , moltiplicalo per un’ espressione esponenziale , essendo 

£ un simbolo che fa come di base , ed *, S, ec. , essendo gli angoli 
(espressi in parti de la circonferenza) che quelle rette « , b, ec, fanno 
rispettivamente con la origine degli angoli. Cosi pe x dinota una retta 
di lunghezza p (riferita a T unità di lunghezza) e d’ inclinazione x. 

Quindi segue die se p=l, la precedente espressione si riduce ad 
■e 1 , c questo simbolo, sia qualunque il valore iti oc, dinota una lunghez- 
za eguale ad 1. 

Scolio. — È da notar pertanto , thè avendosi una retta OM eguale a 
quella presa per unità, e che s’ inclinasse per un angolo *, senza esser 
per ciò parallela e diretta nel medesimo senso de la retta presa per 
■unità , non sarà lecito scrivere OMif 1 (n.° 490 , scol. 11). In altii 
termini , Comunque il simbolo t x rappresenti una lunghezza eguale a 
1' unità , qualunque possa essere il valore de 1' angolo x , pure non è 
sempre e x ^\. 

497. V ha però de’ casi in cui , per particolari valori di x , è 
. Poniamo in effetti che sia OÀ <fig. 82) l’origine de le indi- 
nazioni, e l’unità di lunghezze, nel tempo Stesso. S’intenda descritta col 
centro O e col raggio ÒA , una circonferenza , c siane OM un raggio 
qualunque. Abbenchè sia OM=tOA=±l, pure, per lo scolio precedente, 
sarà: OMt=faOA.£* perchè col fatto OM è una retta equipollente ad al- 
tra di lunghezza OA e d’inclinazione x (x essendo l’angolo AOM). 
Or, quando il raggio OM coincide con lo stesso raggio OA, il che ha 
luogo per un Valore di x compreso nella formala 2«ic , allora , e allora 
soltanto , nella precedente equipollenza il primo membro OM si può 
sostituire con OA, e scriversi: OA^OA.*"*" , donde si trae £**“^1. 
"Che se invece il raggio OM audasse a coincidere con OA', raggio op- 
posto ad OA, ed il che avviene per Itìtti i valori di x compresi nella 
formola (2n-i-l)*, allora sarebbe OM— — OA, e si potrà nella formula 
OSf^OA.fi*, ponendo (2tH-l)n in luogo di x, metter pure — OA in 
luogo di OM, con che se ne trarrà 71 — 1. Pertanto 

( 22 ) 
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valendo il segno superiore per A numero pari , e l’ inferiore per h di- 
spari. 

4-98. rolliamo ora die il raggio OM, invece di cadere su la retta 
OA', origine de gli angoli , prenda una posizione a questa retta per- 
pendicolare , c ome la ÒA". Per questa posizione è , in generale , x= 
2*4-1 

— - — , essendo A un numero pari ; ma non è più , in questo stesso 
£ 

caso , OM^OA, nè OM^ — OÀ. Or, comeceliè cotesla posizione nor- 
male è molto importante per la sua specialità rispetto a le altre posi- 
zioni oblique , è piaciuto a lo stesso prof. Bki.i.avitis indicarla con un 
segno particolare detto da lui ramano e così espresso: V^- Si che, 
volendo ruppresenlare la posizione OA" normale ad OA, si scrive : 

OA''— OA.V ; ma è pure OA"^=OA.t T , quindi — V*. 

Similmente, per la posizione OA'", opposta ad OA, si scriverà: 

É * 

e * — — V*» c in generale 

(23) e^+'-^rhV', 

ritenendo il segno superiore per A pari e l'inferiore quando A è impari. 

499. Ora, se si faccia paragone tra la forinola (22) e la esponen- 
ziale logaritmica (*) 

e‘ K v=’=dbÌ , 

si scorgerà tosto die basterà cangiare nell,-» (22) il sìmbolo puramente 
caratteristico e nell' algebrico e v ~‘, perchè quell' equipollenza si muti in 
quest’ ultima eguagliauza. 

Sappiamo inoltre (n.° 491). che un’inclinazione data da lu formo- 
lo s T .a'J , per esempio , è equipollente a 1' altra , sieno x cd y 
positivi o negativi , e die 

e*v= , e»v=*=e'*-t-#' v= *t 

quindi nel calcolo delle equipollenze il simbolo < si può intendere come 
[adente la funzione di e^'. 

Ritenendo ciò, si può trovare il significato de l’altro simbolo V**» 
imperocché, poneudo in (23) e^' in t, il primo membro diviene: 
r- - — 

e t*H-‘ i -v=« > e q Ues t’ espressione è =y — Ì , ("*) 

f ) D’ Akdrf.a — Trattalo elementare d' Àlgebra, n.’ 539. 

*) D* Anbbea — Opera citata , n.' Sii. 
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quindi 

(24) 

cioè il simbolo V' sla per rappresentare l' immaginario \/ — -1 . È questa 
la ragione perchè le formolo ove entra s o \T sono dette immaginarie. 

n 

Elevando inoltre a quadrato I’ espressione e * , e tenendo presente 
che per la (22) t *— — 1 , si troverà : 




il eh’ è pure d’ accordo con la (24). 

Pertanto , nel calcolo delle equipollenze il simbolo t x si considera 

come se fosse c** = \ e f altro Q' come se fosse \J — t . 

500. Pria d’andare innanzi, importa fissare bene un’espressione, 
ed è la seguente. Abbiamo innanzi (n. u 491, scol.) detto che un'espres- 
sione de la forma AB-CD dinota una retta eguale al prodotto de le dua 
AB, CD , diviso per 1' unità , e che la sua inclinazione è uguale ad 
incAB-+-incCD. Ora , comecché avviene che , quando le rette sono in- 
cognite, non si possono altrimenti rappresentarle se non con simboli 

de la forma pe a , in cui p indica la lunghezza di quella retta , o vero 
il suo rapporto a l’unità , ed * ne rappresenta l’ inclinazione ; cosi , so 
nvverl|a che , per trasformazioni o sostituzioni necessarie , s’ abbia a 
trovi||;\l p moltiplicato per una retta, poniamo PQ, allora l’espressione 
p.PQ norf'Ja si deve interpetrare a lo stesso modo de la soprascritta 
AB.CD, mV come la (5) del n.° 480, cioè come una' retta parallela a 
PO, diretta nbi medesimo senso di PQ, ed eguale a p volle PQ ; perchè 
p è qui un nuòcerò astratto , rappresentante , come sopra è detto , il 
rapporto tra la ritta incognita e I’ unità. ' 

501. Ancora > avendosi un’ espressione de la forma z*AB , ove 
AB è una retta date ; comecché t x rappresenta la retta 1 , che s’ in- 
clina per un angolo a:,, (n.° 495) cosi quell’espressione dinota una retta 
lunga quanto AB, e che ha un’inclinazione =x-+-incAB; in guisa che 
la retta rappresentata da quel prodotto e x AB forma con la AB un an- 
golo x, che sarà in un .senso .a.ngl' opposto, secondo il segno di x. 

Ma quando si ha pe a , allora Jaesto prodotto equivale ad una retta 
p volte la retta 1 , ed aventi uiiTi A inazione =x. 

Corollario. — Segue da ciò' che àm retta perpendicolare ad AB sarà 

espressa da t * AB , o pure da ABV^ 
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602. Un’ altro principio molto interessante per 1’ applicazione del 
calcolo delle equipollenze, è quello clic qui oppresso andremo a dichia- 
rare, e che Io si trae da le stesse considerazioni geometriche. 

Poniamo che una figura piana ABC (fig. 83), la si faccia ruotare 
intorno a la retta OH , clic fa da origiue de le inclinazioni , e ruoti 
in guisa che ogni suo punto A, B, C descriva mezza circonferenza in 
un piano perpendicolare ad Oli ; per modo che la figura ABC venga a 
cadere nello stesso piano primitivo , ma al di sotto di OH , nella po- 
sizione A'B'C', non cessando mai di serbar la medesima forma c gran- 
dezza primiere : sì che la nuova figura A'B'C' sani la stessa ABC, ma in 
una postura simmetrica a quest’ ultima ; e però quella equipollenza che 
sussisteva per ABC sussisterà pure per A'B'C', con le sole modificazioni 
dipendenti da la nuova posizione , c propriamente dal perchè ogni in- 
clinazione positiva o negativa in ABC , addiviene negativa o positha 
in A'B'C'; o pure, se voglia dirsi, ogni inclinazione in ABC, divie- 
ne supplementale in A'B'C'. Ora , questa nuova equipollenza che si trae 
da la prima , nel modo ora detto , si chiama coniugala di quella ; e 
per dinotare che A'B' è coniugata di AB si scrive invece di A'B' , cjAB. 

Pertanto , possiamo conchiudere che , insieme ad un' equipollenza 
sussiste la sua coniugata , purché nel passaggio da la prima a la se- 
conda , si mulino i segni de gli esponenti di e , e quindi pure quello 
di \T , se pure 1 equipollenza contiene questi simboli immaginari. 

Corollario. — La coniugata de la coniugata d’ una data retta , è 
questa stessa retta. Così : cjcjAB è la stessa cosa che AB. 

503. È qui il luogo di mostrare una regola per la costruzione di 
un’ equipollenza non contenente simboli immaginari , e il modp onde 
rappresentare la simiglianza di due triangoli con l’uso delle/eauipol- 
lenze . ? * 

Abbiasi , fra quattro rette MN, AB, CD, EF 1‘ equipollenza reale 






AB.CD 
EF ’ 




e per un punto 0, si menino le due rette OP=5=M?f, OQt^AB (fig. 84) 
e per un altro punto B, le' due rette RS^CD, RT^EF : fra le quattro 
rette OP, OQ, RS, RT sussisterà 1’ equipollenza 



(26) 



OQ.R9 OP RS 

OP^:~ o vero — — • 

RT fc •• OQ RT 

n 



che equivale a le due eguaglialo?: 



% 



X 



OP RS 

— — ; incOP — incOQ=incRS— incRT. 
OQ RT » r 
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La prima dì queste eguaglianze indica che i lati OP, OQ sono pro- 
porzionali ad RS , RT ; c la seconda indica , che , in valore assoluto , 
1’ angolo POQ=SRT ; e però i due triangoli POQ , SRT sono simili. 
SI che , supposto date le rette RS, IlT, OQ, o , più generalmente, le 
loro equipollenti CD, EF, AH, si otterrà la OP, costruendo su la OQ, 
come iato omologo di RT, il triangolo POQ simile ad SRT, e quindi 
t'avrà la MN de l'equipollenza (1 1) , menando pel punto pel quale 
questa retta deve passare , una retta MN&OP. ' ' 

604. I due punti O ed R possono essere presi dovunque, a meno 
che le due rette date CD ed F,F, a le quali sono state supposte equi- 
pollenti le RS , RT , non abbiano esse stesse un estremo comune. In 
tal caso su la stessa terza de le retti; date , eioè su la AB, si costruirà 
il triangolo simile come ora è detto. 

505. Dal precedente risulta che , la somigliànzà di due triangoli 
POQ, SRT viene espressa da f unica equipollenza : 



(27) 



OP RS 
OR* RT 



Or , se le rette RS , RT si cambino nelle loro coniugate cjRS , cjRT , 
indicate nella figura da R'S\ R'T', il nuovo triangolo R'S'T' sarà tutta- 
via simile a POQ, e questa simiglionza sarà dinotata da l'equipollenza : 



(28) 



OP cjRS 
OQ~cjRT 



Però, ritenendo le convenzioni stabilite nel n.° 475 sul senso e quindi 
sul segno de gli angoli , ne viene che se 1’ angolo TRS è positivo co- 
me QOP , 1' angolo T'R'S' è negativo. Sì che , i due triangoli POQ , 
S'T'R' saranno tuttavia simili , ma gli angoli eguali, saran di segno 
contrario. 

Ora, il prof. Bellavitis distingue le due simiglianze in discorso , 
dicendo simili-drilli i due triangoli POQ, SRT, che hanno gli angoli 
eguali e de lo stesso segno ; e simili-rovesci i due POQ , S'R'T', che 
hanno gli angoli eguali ma di segno opposto. 

506. Giova da ultimo notare che, se nella formola generale (26) 
il secondo membro fosse negativo , la costruzione indicato nel n.° 503 
non soffrirebbe alcun cangiamento. Imperocché, costruendo la formola 
indipendentemente dal segno , avremo, la GP, e tenendo quindi conto 
del segno , questo non farà altro che far crescere o diminuire di 
18C° l'inclinazione di OP , la quale per conseguenza resterà la stessa 
nella grandezza ed inclinazione , c solo che' invece della direzione OP , 
avrà la opposta PO. 
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ARTICOLO li. 



JumPETlUXIORE DI TALUNE ESPRESSIONI SINGOLARI A LE QUALI TALVOLTA SI VERVIENt, 
E PDECETTI CHE SE NE TRAGGONO PEL CALCOLO DELLE EQUIPOLLENZE. 



507. Sieno a. c b (') due quantità reali ; * e p due inclinazioni 
corrispondenti , e s' abbia 1' equipollenza binomio : 

( 1 ) ae*^be^. 

Sarà pure (502) ae~ at ^he e perii, eliminando la b tra queste duo 
equipollenze emergerà : 

(2) at * — l? [l — =£ro. 

Or , fino a che « è diverso da p, o la differenza p — a è diversa da un 

multiplo di ir, il termine £*^ non può essere eguale ad 1; e però 
il fattore in parentesi non può annullarsi; ma neppure può annullarsi 

c a , dunque dev' esser a=o. 

Se invece si fosse eliminata a si sarebbe pervenuti al risultaracnto 
b=o. Quindi si ha il 

Teorema. — Se a e b sono due quantità reali ; «, p le rispettive in- 
clinazioni , che non stano però eguali nè differiscano per un multiplo 

di ir, e s abbia T equipollenza binomio at 1 — àa* 3 , sarà necessariamente : 
0=0 , fe=o. 

Scolio I. — Si vede ancora da la stessa (2) che, se a non può esser 
sero , essa non può essere altrimenti verificata se non col supporre la 
differenza p — «=*. Allora la (1) diviene successivamente ; 

at 1 —b e* .e* — &«“, 

c quindi : a= — b. 

Scolio li.— Si può osservare ancora che i due membri de I* equi- 
pollenza (1) rappresentano due rette che stanno tra loro nel rapporto 
di a : 6 ; e , messa la precedente ipotesi su le inclinazioni a e p, quelle 
rette non sono parallele ; quindi 



(*) Le due quantità reali a e 6 , qualunque si fosse la loro natura, si possono 
sempre considerare come due rette , perchè prendendo una retta ad arbitrio , 1» 
quale rappresentasse l’ unità de le grandezze indicate da a e 6, queste verranno 
rappresentate da altre rette aventi con quella uuità i rapporti a e 6. 
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Teorema. — Se AB, CD som due reile no n parallele ; m ed a dm 
coefficienti, e risulta da un calcolo 

tnAli^nCD, 

de v' essere : m=o , n=o. 

508. Poniamo ora clic a’ abbia : 

(3) ai 1 -+W 3 -+-cs y dho. 

Se «=£ , sarà : 

(<M-è)a**is — ce 7 , 

e se a e 6 sono due quantità positive ( non potendo essere a+fc=o , 
allora dovrà essere « — 7=* e a-t~à=c (n.“ prec. scol. I.). Or , i tre 
termini de la (3) rappresentano tre rette lunghe rispettivamente quanto 
a, b, c, quindi ne segue il 

Teorema. — Se in un' equipollenza trinomia de la forma 

(4) AB-hCDH-EF^o 

le inclinazioni di due termini sono eguali , quella del terzo differirà per 
480* da ciascuna di quelle prime, e inoltre la somma-di quei due termini 
sarà uguale al terso. 

Cosi, supponendo che le inclinazioni eguali di AB e CD sien quelle 
rappresentate da <*, quella di EF sarà — n ; ma ineFE=inCEF-Hr, 

sarà quindi incFE=«, e però se la (4) si pone sotto la Torma 
AB-t-CD=tFE sarà: incAB=incCD=incFE, c AB+CD=FE. 

509. Abbiasi nuovamente la equipollenza 

(3) at a +bt ^ e 1 — 0 , 

e sia inoltre *-+-£=27, senza esser però «=£. Dividendola per, a 7 , 
avremo : 

ae*—t+bs^>-H^o, 

e questa equipollenza , avuto riguardo a la condizione «-J-£=2y , è la 
stessa cosa che 



at 



-r(«“-e) ^ tO 9 — «) 



-K— o. 



Or , sussistendo insieme a questa equipollenza anche la sua coniugata , 
avremo pure : 



at 



tM 



-K^o: 
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quindi sottraendo l'ima da l’altra queste due equipollenze, emergerà: 

(a - 6)0 fW) -« 

Ha , secondo l’ ipotesi ammessa che non sia a=£, il secondo fattore 
non può esser nullo, dunque dev' essere a — 6=o, o sia o=ò. Pertanto 
Teorema. — Se in un' equipollenza trinomio de la forma 

AB-\-CD-\-EF^o , 

la somma de le inclinazioni di due termini qualunque è uguale al dop- 
di quella del terzo , quei due termini faranno egtiali. 

Il teorema reciproco l pur vero ; imperocché se a=6, la (3) c la 
sua coniugata potendosi scriver cosi : 

a( t 1 ce 7 , a( t -a -t- t “0 =fe— ce -v , 

daranno , con la divisione , successivamente : 

* g ■ {3 ^ ^ . i 

* .. .« ■! — =t* 7 , e f e quindi .a+fks&y* 

810. Quando occora un' eqùipòllenia de la forma 

(5) •' ze u ^F, 

ove «''rappresenta una lunghezza riferita a l'unità, <«in’ All! inclinazio- 
ne, ed F rappresenta una data funzione di quantità reali e simboli im- 
maginari , si traggono i valori de le ignote * ed u, facendo uso de la 
coniugata de la (5), che è 

( 6 ) 

In effetti, moltiplicando e dividendo coleste due equipollenze, se 
he traggono le due 

(7) ‘ z^FcjF, '(8) tUU ~^p 

e quest’ ultima , tenendo presente che !e=te* =, ;=:y' , si può scriverla 
così : 

' w (1F — IcjF) • \T.' 
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ARTICOLO III. 

Costrizione delle equipollenze di 1.* o DI 2.' ARIDO. 

• * • i ■ . 1 ' : •. : i 

511. Allorché si risolve un problema geometrico facendo oso du 
l' algoritmo delle equipollenze , si ha primamente ad esprimerne le con* 
dizioni per via di equipollenze , fra le quantità date e le ignote, traen- 
dole da le stesse condizioni del problema, e tenendo , a tal proposito , 
presente la regola data nel n.° 240; e quindi si passa a dedurre da 
quelle equipollenze le costruzioni geometriche die conducono a la chie- 
sta soluzione. 

Or , nell’ algoritmo di che ora è discorso , e , come innanzi si è 
visto , le rette di lunghezza finita si sogliono rappresentare con le let- 
tere che ne indicano gli estremi, o, principalmente quando questi punti 
sono ignoti , mercé i solili simboli algebrici p, q, ec. i quali indicano 
i rapporti di quefle rette a 1* unità. Oltre a ciò , le inclinazioni ven- 
gono espresse sia in funzione di altre inclinazioni note, sia pure merqè 
i simboli immaginari e®, \T. E però un'equipollenza a costruire potrà 
contenere solo quantità reali, o pure queste quantità insieme a' simboli 
immaginar] ; il che forma due casi distinti a considerare. 

512. Costruzione delle equipollenze di primo grado e a qqak- 
tità reali. — Dinotando X un punto ignoto ed A un punto dato , il 
caso più semplice che possa presentarsi per la determinazione di questo 
punto per via di equipollenze di primo grado , a quantità reali, e sup- 
poste già omogenee , è quello de 1’ equipollenza 

(1) AXt^P-+-£-f-jR-|--ec. , 

in cui le P , 0 . R, ec. sono de' termini , in generale , frazionarli e 
reali , composti da rette date , precedute anche, se occorra , da coelÉ- 
cienti numerici ; e però indicano altrettante rette , le quali si posson 
comporre per determinarne la composta equipollente (n.° 4#G) e questa 
appunto sarà la chiesta retta AX. 

Scolio. — Talvolta in luogo de la distanza AX si potrà determinare 
la distanza del punto X da un altro punto dato . quando nel secondo 
membro de la (1), vi sia qualche termine che contenga il- medesimo 
punto A : cosi , supposto che questo termine sia AB, allora i due ter- 
mini AB , AX si potranno ridurre ad uu solo , mercè 1' equipollenza 
, fondamentale AX-f-XB-f-BA^o , tenendo presenti i segni de' semmenti 
quando occorrerà di permutarne le lettere. 

513. Se la distanza incognita sia espressa da p , c s’ abbia : t 

(2) p.AB— CD, 
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dove AB, CD, in genernlc , sono composte equipollenti di più altre 
rette date , allora quest' equipollenza determinerà soltanto il rapporto 
di questa distanza a l'unità, perchè la (2) non dice altro (n.° 497) 



che le due rette CD c j>.AB sono equipollenti , e che 




- " 814. Costruzione delle equipollenze bei. 2° «rado, a quan- 
tità reali. — Consideriamo primamente il caso in cui s’ abbia : 



( 3 ) 



AX =feBC.DE. 



In questo caso l’ incognita AX, verrà determinata in grandezza e 
direzione dalle equazioni : AX=±\/ BC.DE; incAX=-j (incBG+-DE). 
Passiamo quindi a considerare gli altri due casi 



(4) AX ^BC+DE , (8) Ax’rfeBC —DE*. 

Ciascuna di queste equipollenze può sempre ridursi a la forma (3) , 
perchè la (4) può scriversi cosi : 

■ 

(6) AX=feBC(BC-l-~), 



e la (8) sotto la forma 
(7) Ax“^(BC-FDEXBC— DE). 



In questo modo per avere la AX de la (4) bisognerà , come l’ indica 

De* 

la (6) , trovare la composta equipollente de le due rette BC e — — ; 

BG 



dopo di che, si sarà nel caso de la (3). Similmente, per l’AX de la 
(5), si dovrà, come l’indica la (7), trovare le due composte equipol- 
lenti di BC e DE , e di BC e — DE (ovvero di BC ed ED). Fatto ciò , 
saremo nel caso de la (3). 

515. Dopo tutto ciò , poniamo che , in generale , il secondo meoa- 
Ixo sia una somma algebrica di più termini del secoudo grado, come 



(8) AX%feP“— </+/l*— 5V , ec. 



dinotando P, Q, R,S, cc. altrettante rette, espresse in generale da 
forinole frazionarie. La costruzione di questa equipollenza si può sempre 
farla dipendere da le precedenti. 
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Imperocché , riuniti in un solo tutti i termini positivi, e. in un 
altro solo i negativi , lu prima somma potrà mettersi sotto la forma 

p(p+-j t +t *•)— *****"’ 

e la seconda sotto la forma simile 



C^^c.W'K \ 



e si potrà trovare le rette HH', KK', come nei n.i prec. Dopo di clic 
s’ avrà : 

Ax’dbHH'’— KK 7 ' 



e s’ otterrà AX come nella formola (5). 

Scolio 1. — È sempre possibile trovare la composta equipollente di 
due rette , ma non perciò un' espressione non può non essere imma- 
ginaria. Cosi , comunque sia sempre possibile trovare le due composte 
BC-f-DE , BC — DE ; non per questo la AX de la (5) sarà sempre reale. 

Imperocché in grandetta questa retta incognita è =\ (BC-t-DE)(BC — DE) 
e se BtkCDE, e queste rette hanno una stessa inclinazione, sarà ne- 
gativa la composta BC — DE (n.° 483 , scol. II.) c quindi 1' AX sarà 
immaginaria. 

Scolio II. — Comunque le rette P, Q, R, ec. potessero non avere 
lo stesso estremo A de I' incognita AX , pure si potrà fare che ciò 
avvenga , mercè apposite trasformazioni di equipollenza , menando pel 
punto A altrettante rette eguali parallele c dirette nel medesimo senso 
di quelle rappresentale da P, (>, II, ec. Cosi, supposto, per esempio, 
che il termine P , in qualche caso particolare , rappresenti la frazione 

BC DE 

m . — ^ — , si determinerà una retta AH mercè l'equipollenza seguente: 
FG 



AH=im. 



BC.DE 

FG 



, e cosi la retta rappresentata da P, divenuta AH, avrà 



lo stesso estremo A de la AX. 

516. Un’ equipollenza del secondo grado completa e a sole quan- 
tità reali può esser sempre ridotta a la forma 

(9) Àx’-t-AB.AX+AC.AIl^o; 



imperocché , pel principio d'omogeneità, il coefficiente di AX non può 
rappresentare che m a retta , in generale , composta equipollente di più 

• ‘25 
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rollo date , c si potrà , merce la trasformazione indicata nello scolio 
precedente, sostituirla con un’equipollente che passi per A. Similmente 
il termine noto non può essere che una somma di termini del secondo 
grada , come il secondo membro de la (8), e quindi suscettivo di pren- 
der la forma P.S, o vero AC. AD, trasformando le P ed 5 in AC e 
AD. 

Posto ciò risolvendo la (9) come un'equazione del secondo grado, 
se ne trac : 



(10) 




—2 



AC. AD 
AB 



)• 



c ponendo 



OD 

sarà : 



AB— — 2AE^2EA 



. / / AC. AD \ 

AX-AE^J=V — AE V~ AE ~ - E ^- 



e ponendo ancora 

(12) AC. AD ^AF , e osservando che (13) AX — AE— EX , 



s’ avrà finalmente : 

(14) EX— AE(AE-t-AF). 

Le forinole (11), (12), (13) e (14) mostran chiaro qual’ è il si- 
stema di operazioni grafiche a seguire , per ottenere f AX de la (9) , 
avvalendosi de le regole spiegate ne’ numeri precedenti. 

. . . _ AC.AD 

517. La retta AX sara immaginaria se AB<+ — e se nel 

Al> 

tempo stesso le due rette , rappresentate dai due membri di codeste 
ineguaglianze, hanno la stessa inclinazione, o vero se si ha incAB= 

1 (incAC-HncAD). 

518. Poniamo ora che s’ abbia un’ equipollenza contenente due 
lunghezze incognite p e q, de la forma 

(15) p.AB-H.CD^OC, 
dove AB , CD , OC sono lunghezze date. 
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Essendo identicamente 

(16) OV-f-VU— ÒU , 
è chiaro che se 

(17) OV^p.AB, sarà pure (18) VU^.CD. 



Or , queste due equipollenze indicano che le rette OV , L'V , lati del 
triangolo OVU, sono rispettivamente parallele a le due rette date AB, 
CD. Pertanto , costruito su la retta dota OU un triangolo con gli altri 
due lati OV, VU paralleli a le altre due rette date Alì, CD, si avran- 
no le lunghezze incognite p e q , osservando inoltre che in virtù de le 
(17) e (18) , è 



(19) 



P= 



OV 

AB 




Scolio I. — Volendo considerare le p c q, non come due rapporti 
de le rette che rappresentano a la comune unità , ma come rette al 
pari de le date , bisognerà restituire 1’ omogeneità in queste due ulti- 
me forinole , moltiplicandone i secondi membri per una lunghezza EF, 
per esempio, presa ad arbitrio per rappresentare l'unità. 

Scolio II. — Se le tre rette date, fossero tra lóro parallele , il tri- 
angolo OVU non potrebbe aver più luogo , c però le p e q non sa- 
rebbero più determinabili con le formolo (19). 

Scolio 111. — La costruzione de l'equipollenza (la), riducendosi a 
quella de le due equazioni (19) del primo grado , ne consegne , che 
tutti i problemi che dipendono da un' equipollenza di quella forma , 
sono essi pure del primo grado. 

Scolio IV. — Essendo lecito il moltiplicare tutti i termini di una 
equipollenza per una stessa quantità data , comunque arbitraria , e po- 
tendo ad una data retta sostituirne un’altra equipollente, così il tri- 
angolo OVU si potrà costruirlo in quella posizione e di quella gran- 
dezza che meglio converrà, per avere, ue' casi particolari, più semplici 
costruzioni. 

Scolio V. — Finalmente, potendo scrivere la (15) sotto la forma 

(20) — .OL4- — .DC— AB , 

v P P 

si scorge ancora , che il triangolo da costruire potrà avere per base AB 
e gli nitri due lati paralleli ad OU e DC. 

519. Costruzione ih talune equipollenze in cui entrano i sim- 
boli immaginakii s x , \ y . — Abbiasi ora un’ equipollenza che , unita- 
mente ad una lunghezza incognita p, contenga pure un' inclinazione 
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ignota x, e sia de la forma 

(21) e z .AIM-p.CD— OU. 

Paragonando quest'equipollenza con l'altra identica (16), c facendo 

(22) OV^* x .AB , sarà : (23) YU^p.CD. 

Or , la prima di queste equipollenze indica (n.° 501) essere OY=AB, 
ed essere x 1’ angolo di queste rette. La seconda poi dinota che VU 
è parallela a CD. Laonde , su la retta data OU si costruisca un trian- 
golo OVU, menando da l' estremo V la UV parallela a CD, e descri- 
vendo da l'estremo 0 un arco di raggio OV=AB; dopo ciò, f incli- 
nazione dimandata x sarà ! angolo de le due rette OV ed AB, e la 
lunghezza p sarà determinata da la forinola p=^VU ; CD. 

Scolio 1. — L’arco descritto come ora è detto incontra, in gene- 
rale, la retta UV , indefinitamente prolungata in due punti , e però il 
problema ammette, in tal caso, due soluzione, o sia è un problema 
del secondo grado. 

Scolio li. — Su la (21) si possono eseguire de le trasformazioni. 
Come quelle innanzi indicate per la (16), purché però non sieno tali 
da far trovare in uno stesso termine le due ignote p ed £*. Che anzi, 
quando fosse data un' equipollenza de la forma 

pe x . AB-t-p.OV^CD , 
bisognerà prima metterla sotto la forma 

«■ r .BA+— CD— OV, 

P 

e quindi costruire questa trasformata come la (21). 

520. Sieno ora x, y due. inclinazioni ignote, e s'abbia l’equipol- 
lenza 

(24) e 1 . AB-H^ .CDs^OU , 

AB, CD, OU essendo lunghezze date. 

Paragonando la (24) a la (16), e facendo OV^«*.AB, sarà pure 
VU— e’ACD; sì che, per avere il punto V bisognerà, su la retta OV, 
costruire un triangolo coi lati OV, UV eguali rispettivamente a le rette 
date AB, CD; dopo di che i inclinazione x sarà l'angolo formato da 
OV ed AB, e quella y sarà l’angolo formato da VU e CD. 

Scolio 1. — Questo caso, come il precedente, è pur esso suscettivo 
di due soluzioni. 

Scolio IL — La (24) potendo esser divisa per **, può mettersi an- 
coro sotto la forma 

r'~!'.BA-f-£-S'.OU^CD, 
che non è diversa da quella de la stessa (24). 
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520 bis. I,a medesima costruzioni* che ha luogo per la (2-1), può, 
talvolta, aver luogo ancora per un’ equipollenza contenente una sola 
inclinazione, la quale però si elevasse al secondo grado, come in 

e* J .HA-h«*OU-(-DC— o. 

Or, quest' equipollenza può essere scritta ancora cosi: 

(25) « x .AB-m-*CD^OU 

e si è precisamente nel caso de la (24) , quando si considerassero x e 
— x come due inclinazioni ignote , distinte. Laonde costruito su la OU 
ini triangolo OVU coi lati OV, UV eguali rispettivamente a le rette AB, 
CI) , I' inclinazione x sarà quello de le due rette OV, AB , o de le due 
VU, DC. 

Scolio I. — Vedesi da ciò che, dovendo essere eguali le precedenti 
inclinazioni, il triangolo OVU deve risultare isoscele, e però nella (25) 
dev’ essere AB=CD. Nel caso contrario il problema è impossibile. 

521. Potendo moltiplicare lutti i termini de I' equipollenza (25) 
per un medesimo fattore , l’ intersezione V si potrà pure ottenere con 
quel raggio che meglio si crede opportuno per l'eleganza de la costru- 
zione ; e si potrà pure talvolta mettere a profitto un dato circolo. In 
effetti quando AB==CD, se OR=r (fig. 85j è il raggio d'un dato cir- 
colo , si può supporre 

(26) CI>— , AB— pe v cjOR 

dinotando p il rapporto tra ciascuna de le rette CD, AB (supposte eguali) 
C il raggio OR. Cosi la (25) diviene : 

pA'jOR . £*-H>/OR.t ~ X ^0U , 

o vero 

cjOR.e^-Hf* ’OR . e — - v ^- ; 

P 

e fatto OM— £ — , si ha finalmente : 

P 



( 27 ) cj.OR.s*-!-/ _v .OR< OM. 

Posto ciò, sia OH l'origine de le inclinazioni e si ponga 



( 28 ) 



OT^r 



OM 
cjOR ’ 
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e perchè cjOR ha per valore r, sarà OT=OM c iucOT— incOM — iac 
cjOR=incOM-HncOR ; si che sarà angolo TOR=MOH. Ora, raolli- 
plicando la (27) per r e dividendola per cjOll, uè viene : 

(29) »« x 4-r£“~ *- « - x ^OT. 

cjOR 

Pertanto , paragonando questa equipollenza a la (23), si vede clic 
bisognerà descrivere su la Imse ()T un triangolo coi lati 



(30) 



OV=£=r« x ; TV— 



» OR . «“OR 

[ ~ x ~r e 

cjOR i’cjOR 



— X 



cioè entrambi eguali ad r , che è lo stesso raggio del circolo dato. In 
tal modo il punto V, che congiunto con O dà la retta OY de l'incli- 
nazione cercata x, vieti determinato da la intersezione del circolo dato 
e d' un altro circolo del medesimo raggio. 

Scolio I. — - Poiché In posizione de la OR è arbitraria , cosi riuscirò 
più semplice In costruzione , se in luogo de la seconda (2t>) si assuma 
semplicemente AB^pcjOR, perchè cosi OR sarà quella retta la cui co- 
niugata ha la stessa direzione de la retta data AH ; e poiché , in lai 
caso, si suppone i—o , I’ espressione di OM che per ipotesi primitiva 

era OM=2s« v ^— , diverrà semplicemente OM— — cioè la OM avrà 
P P 

la medesima direzione di OU. Pertanto , in questa seconda ipotesi , 
restando la stessa la (28; , le (27) , (29) e (30; , saranno invece : 



(27') cjORe x +e“ORe ~ x ^=OM 

(29') rs x 4-r É — « -*^OT, (30') OV^re 1 ; TV=2=r^?« -» 

v ' cjOR v ' cjOR 

Scolio II. — Se la retta dota OU coincide con I’ origine de le in- 
clinazioni OH , con questa coinciderà pure OM , c la OT coinciderà 
con OR , cioè, in generale sarà UT parallela al coefficiente OR di e~ x - 
Che se inoltre OR coincide con 1’ origine de le inclinazioni , la OV 
coinciderà essa pure con la medesima origine : e poiché la coniugala 
di OR ha la medesima direzione di AB (scol. prec.) cosi, perchè questo 
secondo caso avvenga , è d’ uopo che 1' origine de le inclinazioni _^ia 
parallela a la retta dala AB. 

Scolio HI. — La costruzione de l’equipollenza (23) data in questo 
numero 321 , mostra che le intersezioni ignote s'ottengono col descri- 
vere un circolo di raggio eguale a quello del circolo dato. Ma ciò non 
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è sempre necessario , anzi il raggio del circolo dato può esser preso 
ad arbitrio. In effetti, pel punto d' intersezione V si meni la tangente 
al circolo dato di raggio OR=r, e sia T il punto d’incontro di questa 
tangente con la OT. E chiaro che il punto 1 sarà quello per cui passa 
l’altra tangente menala per l’altra intersezione V', e che menala la 

corda VV' , risulterà OS=| OT. Ma dal triangolo rettangolo OIV si 

ha : OY =i )IXOS=OIX-^ OT ('perchè l’arco UV' è descritto con un 

raggio r=OR); laonde, ponendo r in luogo di OY, c per OT il suo 

valore tratto da la (28), cioè r — 1 =»••—, ne risulta r*=OI — 

' cjOR OR 2 OR 



e quindi 
(31) 



OI=2r 



OR 

Op- 



posto ciò , siccome l'equipollenza (27) non vien turbata moltipli- 
candone i termini per un fattor costante , si potran pure moltiplicar 
le OR ed OM per un fattor costante , nò perciò sarà variato il loro 
rapporto ; si che nella forinola precedente , le quantità 01 ed r sono 
due quantità che variano dipendentemente l'una da l'altra, e però se 
si prende arbilrariamenle r , ossia il raggio OR del circolo che s’ in- 
tende dato , la (31) determina su la OT (assegnata come innanzi è 
detto) il punto 1 , donde menare le tangenti a questo circolo , e così 
determinare i punti V, V*. 



Corollario. — Così , se si prende a la metà del termine 



noto da la proposta equipollenza (27) ne viene , secondo la (31) 01— 
OR= al coefficiente di e — x di delta equipollenza. 



ARTICOLO IV. 

APPLICAZIONE DE le regole precedesti a la dimostrazione ih taluni teoremi, 

E A LA RISOLUZIONE DI ALQUANTI PROBLEMI. 



522. Dopo avere esposte le fondamentali regole del calcolo delle 
equipollenze , dovremmo ora passare a mostrarne 1’ uso nelle varie qui- 
stioni non solo geometriche , ma pure di calcolo e di meccanica. Però, 
seguendo il nostro piano , porremo qui soltanto pochi teoremi e pro- 
blemi di Geometria, per illustrare in qualche modo le teoriche pre- 
cedenti , e ci riserbiamo riprendere a luogo più opportuno le applica- 
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zioni di genere più elevato , a fin di mostrare cosi la feconditi del 
metodo de l' insigne prof, di Padova. 

5:23. E primamente torniamo qui a far notare ciò che altrove 
(n.° 487' si fece, cioè che una relazione algebrica del primo grado, 
avente luogo fra semmenti rettilinei, presi sopra una medesima retta, 
ha la sua analoga equipollenza fra le distanze scambievoli di più punti 
messi in un piano. Ma , più generalmente , ntjni equazione temine ota- 
ria ha la sua analoga equipollenza; imperocché, entrambe le si dedu- 
cono con analoghi calcoli, con l’algebrico la prima, con quello delle 
equipollenze la seconda. E come da una o più equazione semmentaric, 
indicanti certe proprietà, fra punti d’ una retta , altre se ne traggono 
esprimenti altre proprietà ; così pure , stabilite una o più equipollenze 
indicanti teoremi tra punti di un piano , altri se ne deducono , com- 
binando quelle prime equipollenze tra loro ; ma non è ugualmente a- 
gevole interpetrarc le nuove equipollenze , come avviene per le equa- 
zioni. Pertanto, su le orme de lo stesso autor del metodo, ci faremo 
qui a esporre talune quistioni , per meglio mostrare ancora la perfetta 
analogia tra le equazioni semmentarie e le equipollenze. 

524. Sieno A , B , C , I) quattro punti in linea retta e avremo , 
rispetto ai tre punti A , B , C , e ai tre A , B , D le due equazioni sem- 
mentarie 

AB-i-BC-l-CA=o , AB-+- BD— f-l)A — o , 

donde si trae successivamente : 

AC=AB+BC, AD=AB+BD, AC.AD=(AB4-BC)(AB-t-BD). 

Or , se B è il punto di mezzo del semmento CD si ha : BD= — BC, 
quindi 

AC.AD=AB — BC*, o vero AC.AD-+-BC*=AB , 

e quest’ equazione rappresenta un noto teorema (") rispetto a quattro 
punti messi sopra una stessa retta. 

Quest’ultima equazione semmentaria ammette la sua analoga equi- 
pollenza , e già si potrebbe tener per vera questa proposizione , in virtù 
de la proposizione generale enunziata nel numero precedente ; ma , 
volendo averne una pruova diretta, non si hu a fare altro che cangiare 
le equazioni in equipollenze. In effetti essendo A, B, C tre punti qua- 
lunque d' un piano , si ha : 

AB-f-BC-f-CA^o , donde (1) AC^AB+BC. 



(‘) Euclide — Lib. II., prop. VI. 
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Similmente , essendo A , B , D Ire altri punti d’ un piano , si ha : 

(2) AD^AB-i-BD; e quindi AC.ADs2=(AB+BC)(AB4-BD). 

Or , se 

(3) CB— BI), sarà pure BD=£= — BC 
e quindi la precedente equipollenza diviene : 

AC.AD— (AB+BC ; (AB — BC)— AB* — BC’, 

donde 

fi) AC.AD-f-BtT— AB*. 

Pertanto , osservando che l' equipollenza (3) indica che il punto B 
è il mezzo del semmento Cl), si conchiude il seguente 

Teorema. — Se in un Intingolo ADC (iìg. 86) si divide la base DC 
per metà in B , « ha f equipollenza (4) , o vero 

(5) . AC.AD-hlìc'-JrAB.BA^o. 

525. Volendo interpetrar solo alcuni casi particolari di questo teo- 
rema generale , poniamo 

. a 

l.° Che le due rette equipollenti a BC e ad AB.BA abbiano eguali 
inclinazioni , allora sarà pure (n.* 508) 

(6) CA.AD=AB.BA-|-BC\ (7) incCA AD==ineAB.BA=incBC\ 

a 

Or , da l’ eguaglianza incBC =incAB.BA , si trae successivamente : - 

2incBC=incAB-(-incBA=incBAzhl80'’-)-incBA 
2incBC — 2incBA=dtl80 , incBC — incBA^±90°, 

e quindi 1’ angolo ABC è retto. 

Inoltre, da la (7) si ha: incCA+incAD=2incBC=2incDC, e quindi 

(n.° 509) CA=AD, dunque in fine sostituendo in (6) avremo : AC = 

a • 

AB -f— BC . Quindi se 1’ angolo ABC è retto , ha luogo quest' ultima 
eguaglianza , come già si sapeva. 

2.° Sia BC =AB.BA, e quindi BC=AB; sarà (n.° 509): 
2inc(AC.AD)=(incBC )-+-inc(AB.BA) , o vero : 

2incAC+2incAD=2incBC+incAB-HncBA=2inrBC-|-2incAB±:180 o ; 

ÌncAC-HhcAD=incBC-+-incAB±9fl°; 
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ma perchè AB=BC , si ha pure : incAB+incBC=2incCA=2incAC , 
(n.° 509); quindi la preced. eguaglianza darà : incAC — incAD=±90°; 
e però l'angolo CAD è retto. Dunque se nel triangolo AC1) , i AB= 
1ÌL—CD , /' angolo CAD è retto. 

526. Abbiamo giù dimostrato (n.° 298, cor. VI.) che se A, B, C, D 
sono quattro punti in linea retta , si ha : 

(8) AB.CD-)-BC.AD-KA.BD=o, 

quindi per quattro punti A, B, C, D d’un piano si avrà l'equipollenza 

(9) AB.CD+BC.AD-+-CA.BD— o, 

la quale, se si vuole, la si può verificare sostituendo (n.° 489) a ciascun 
semmento la differenza de le lettere che lo rappresentano , e quindi ef- 
fettuando la moltiplicazione algebrica , si troverà l'equipollenza identi- 
camente verificata. 

Come casi particolari de la (9) possiamo considerare i seguenti ; 

1. ° Se inc(AB.CD)=inc(BC.AD) o vero 

(10) incAB-t-incCD=iocBC-+-incAD=incBC-+-incDA±180° 
sarà (n.° 508): 

(11) AB.CD+BC.AD=CA.BD. 

Ma se con «, y , t indichiamo gli angoli esterni in A, B, C, D 
( fùj . 87) si ha (n.°476): incBC — incAB=p, incDA — incCD==J, e però 
sostituendo in (10) otterremo: £+<?=180°. Or, quest'eguaglianza in- 
dica che il quadrilatero ABCD è iscrittibile in un circolo, dunque ve- 
rificata questa condizione, sarà pure verificata la (11) , il che era già 
noto (*). 

2. ° Sia 

(12) inc(AB.CD)— inc(BC.AD)=±90°, 

e cosi, i lati d’un triangolo LMN equipollenti ai due termini del primo 
membro (11), saranno i cateti d’ un triangolo rettangolo, di cui l’ ipo- 
tenusa è equipollente a l'altro termine CA.BD, e però 

(13) • (AB.CD)*4-(BC.AD)*=(CA.BD)\ 

Or, la (12), trattata come la (10), conduce a le due uguaglianze 

p+<J=90 0 , f5-W=270 u . E però, in ogni quadrilatero iscrittibile, la 
seconda potenza del prodotto de le diagonali è uguale a la somma de le 
seconde potenze de' prodotti de' lati rispettivamente opposti. 

(") Lscsndr* — Geometria ; prop. XXXI11, lib. III. 
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3.° Sia 

(14) AB.CD=BC.AD, 

« sarà (n.° 508) : 

inc(AB.CD)-f-inc(BC.AD)=2inc'CA.BD) 
o sia, sviluppando c trasformando secondo la formola (3,478), troveremo 
incAC — incAB-HncBD — incBC-t-incCA— incCD-HncDB— incDA=180° 
o vero 

(lo) BAC-+-CBD-|-DCA-»-ADB=l 80°. 

Pertanto , se in un quadrilatero ABCD i prodotti formati ciascuno da 
due lati rispettivamente opposti sono eguali, ha luogo la relazione (15). 

527. Questi pochi esempi sono per ora bastevoli a mostrare , in 
qualche maniera , il modo onde giungere , con la più rigorosa dedu- 
zione, a la scoverta di nuove proposizioni, mercè l'uso del calcolo delle 
equipollenze , e ciò meglio si vedrà in luogo più opportuno. 

Passeremo quindi » mostrare come lo stesso calcolo sia somma- 
mente utile per la soluzione de' problemi, c qui parleremo solo di quei 
problemi che conducono ad una di quelle equipollenze che abbiamo già 
insegnato nell' articolo precedente come interpetrare o costruire. E pri- 
mamente indicheremo una regola generale , che serva a formare l'equi- 
pollenza da la quale dipende la risoluzione del problema. Riabilita la 
retta ignota, o le rette ignote, quelle cioè che essendo conosciute, il 
problema sarebbe risoluto , ed espressele sia con lunghezze e inclinazioni 
ignote , sia con lunghezze di altre rette note ed inclinazioni ignote , o per 
contro , si cercherà di esprimere egualmente altre rette che in unione a 
le. precedenti valessero a formare una equipollenza , secondo la formola 
generale del n.° 487 

528. Problema I. — Condurre una tangente comune a due circoli 

dati. 

Sieno C, C' tpg. 88) i centri de’ due circoli dati, e sia MN la 
tangente comune richiesta. Egli è chiaro che questa retta sarebbe de- 
terminata nella sua posizione , conoscendo uno de’ punti di contatto 
MoN.il primo per esempio ; e questo punto sarebbe noto , cono- 
scendo la posizione del raggio CM. È dunque ignota 1’ inclinazione 
di questo raggio , e quando sarà conosciuta , il problema sarà risoluto. 
Pertanto dinotiamo con r, r' i raggi de - due circoli dati (C) , (C') , e 
rappresentiamo con x la ignota inclinazione del raggio CM, e avremo: 

(15) CMrfcrz-*. 
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E poiché la tangente MN (lev’ essere perpendicolare a questo raggio , 
la sua inclinazione sarà espressa da e T , e però se indichiamo con p 
la ignota lunghezza MN sarà : 

(17) 

Finalmente il raggio NC' 6 parallelo al raggio €M ed è inoltre 
diretto nello stesso senso che quest’ ultimo , quindi avrà la medesima 
inclinazione x ; ma esso 6 uguale ad r', quindi sarà : 

(18) NC'^r's*. 

Posto ciò, dal quadrilatero CMNC' si ha (n.° 437): 

(19) CM+MN-t-NC'=2=CC\ 

dunque , sostituendo le espressioni (16) , (17) , (18) in questa (19) a- 
vremo 1’ equipollenza 

(20) re^-f-p V" e x -^-r't x —CC 

che sarà quella che dà la soluzione del problema. 

Per costruire la (20) , la si divida per ** e s’ avrà : 

(21) CC'e pV^r+r', 

e paragonando quest’ equipollenza trinomia con la (21,519) , vediamo 
clic , se si prende hi retta CC' per origine de le inclinazioni , si dovrà 
tagliare una porzione CK=r-+-r', c costruire su questa retta un trian- 
golo coi lati CV— CC', e KY— pV\ cioè perpendicolare a 1' origine de 
le inclinazioni CC'. E poiché il coefficiente ha il segno meno nella 
(21), egualmente che l’inclinazione x, cosi, il triangolo CYK lo si 
deve costruire, come vedesi nella figura, al di sotto de l'origine CC', c 
l’angolo IvCV sarà, in valore assoluto , l’angolo x, e CM la vera posi- 
zione del raggio che determina il punto cercalo M. 

529. Però questo problema ammette una seconda soluzione iden- 
tica a la prima ; imperocché se le inclinazioni positive le si contano 
al di sotto di CC', quelle negative saranno al di sopra , e cosi s’ avrà 
1’ altro triangolo CY'K e 1’ altro punto M'. 

530. Addizionando la (21) con la sua coniugata 

(22) cjCC , £ -r -t-pV' isr-f-r' 
s’ ottiene : 

(23) cjCC'£ x -f-CC'£ - X =c=2(r-K') , 

e quindi paragonando questa equipollenza con la (27,531) , si scorge 
subito che (321, cor.) basterà descrivere dal centro C e con un raggio 
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eguale a la somma de’ due raggi dati un circolo UU’, e dal punto C* 
menargli le tangenti C'U, C'U', indi condotti i raggi CU, CU' avremo 
i punti cercati M , M', come già si sapeva. 

531. Problema II. — Date due rette AC, BD (fig. 89) ed un punto 
0, menare per questo punto un'altra retta OXY in guisa che tagli su le 
rette date due porzioni .IX , BY il cui prodotto sia dato , e sia quello 
slesso de le date rette AC , BD. 

Le rette OX. OV, essendo ignote nella lunghezza e nella posizione, 
dinoteremo con r la lunghezza de la prima , con « quella de la seconda, 
e con x la loro comune inclinazione , in guisa che sia : 

(24) OX— re x , OY —se*. 

Le altre due rette AX , BY essendo ignote soltanto nella lunghez- 
za , diremo p il rapporto de la prima a la AC, e q quello de la se- 
conda a la BD , in modo che 

(25) AX^pAC , BY— qBD. 

Posto ciò , i due triangoli OAX , OBY danno le due equipollenze 
OA-t-AX+XO— o , OB+BY-f-Y 0— o , 



le quali per la sostituzione de’ precedenti valori (24) e (25) divengono 

(26) OA+pAC^rs* , OB-H/BI)— *« x . 

Se a queste due equipollenze aggiungiamo la condizione data, cioè 
AX.BY=AC.BD, che per le (25) corrisponde a l’equazione 



(27) 



pq— i, 



avremo tutto ciò eh’ è necessario per la risoluzione del problema. 
In effetti la prima (26) divisa per la sua coniugata 

. OA-i-p.AC é® , 

cjOA-f-pcjAC— r« x da : — — - , donde si trac : 



(28) 



cjOA-t-p.cjAC c x 
OAe ~ x — cjOAe* 



cjAC« x — ACe x 

Similmente la seconda (26) e la sua coniugala daranno : 

OBs -x — cjOB*® 



(29) 



cjBDs**— BDs ~ x 
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è però sostituendo questi valori (28) e (29) io (27) s’ avrà , dopo fa- 
cili riduzioni : 

( (cjOA.cjOB — cjACcjBD)* ,a 4-(OA.OB — AC.BD)« -*• 

1 ' l^OAcjOIH-OB.cjOA— KD.cjAC— AC.rjBD. 

Ora per costruire cotestn equipollenza porremo che OB rappresenti 
I’ origine de le inclinazioni c sia pure 1‘ unità di lunghezza , allora se 
si pone 



(31) AR^— AC. Il Di:— 



AC.BD 
~Ó B * 



AR'i— AC.cjBDi 



ACcjBD 
"ejOB - ’ 



la (30) prende In forma piii semplice: 

* (32) (cjO A-f-cj AR)e**-f- (0 A+A R )e -"iOA-f-cjOA+ejAR'-f-AR'. 

Posto ciò, secondo il n." 513 (scoi. I.) bisognerà menare per O 
una parallela OU a la composta equipollente OA+AR ed eguale a la 
composta equipollente del secondo membro , e quindi coi centri O ed 
U e con un raggio comune eguale a la detta composta OA-+-AR de- 
scrivere due circoli che intersegamlosi daranno un punto V, e la OV 
formerà 1’ angolo 2x con 1’ origine de le inclinazioni. 

Or, le (31) indicano (n.i 503 e 505), che per avere AR , AR' 
bisognerà costruire due triangoli CAR.CAR' simili a OBD, il primo 
dritto , e il secondo rovescio. 

Quanto poi a la composta equipollente del secondo membro (32) 
è da osservare che OR' è la composta equipollente OA-t-AR 1 , c quella 
di cjOA-|-cjAR' sarebbe per conseguenza una retta OR" eguale ad OR' 
è simmetricamente posta da l'altra parte di OB, si che per trovare la 
composta equipollente di OR' ed OR" bisognerebbe, per R' , menare 
R'MsSsOR", ed è chiaro che M cadrà in OB, e sarà OM la composta 
equipollente del secondo membro (32); si che non resta più che pren- 
dere OU=OM , e coi vertici 0 ed U e col raggio OR determinare le 
intersezioni V , V\ indi dividere 1’ angolo BOV , o pure BOV' , per 
metà, e la bisegante sarà la retta dimandata. Pertanto si ha la seguente 
Composizione del problema. — Su la reità AC »i costruiscano due 
triangoli CAR , CAR' il primo simile-dritto , U secondo simile-rovescio 
di OBD; indi co' centro R' e col raggio R'O si descriva un arco che 
tagli Oli in M , e si tagli su la OR la ponione OU—OM'. Coi centri 
O ed U e. eoi comune raggio OR si determinino le intersezioni V, 1"; 
ciascuna bisegante de gli angoli BOV, BOY 1 risolverà il problema. 

53 *. Poniamo qui termine a la parte elementare del metodo del* 
I" equipollenze , lasciando la cura ai giovani di leggere nel libro inti- 
tolato Sol asiani grafiche ec. , d« lo stesso Autore del metodo , buon 
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numero di problemi elegantemente risoluti, e d una composizione pii 
semplice di quella datane da altri Geometri , i quali avevano alcuni di 
quegli stessi problemi con altri metodi risoluti. D'altronde avremo oc- 
casione di ritornare su questo metodo non solo , ma su l’ altro dei 
semmenti c quello del calcolo centrobarico , de’ quali abbiam già data 
breve notizia , e che in seguito porremo in più stretto esame , unita- 
mente ad altri algoritmi che saremo per trattare nella parte seconda di 
quest' opera , per meglio scernere le bellezze e i difetti di ciascuno , 
e se ve n’ abbia alcuno che meriti esclusivo primato. 
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